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ORIGINE ET BUT DE CET OUVRAGE. 



Des Leçons sur l’élasticité des corps solides font 
partie essentielle du Cours de Physique mathématique 
que je professe à la Faculté des Sciences de Paris. 
Plusieurs personnes très-compétentes, qui ont assisté 
à ces Leçons, me conseillent de les publier, et pen- 
sent que cet ouvrage ne sera pas sans utilité. En sui- 
vant un conseil, dicté sans doute par une extrême 
bienveillance, je ne consulte pas mes forces : je cède 
à mes convictions sur l’importance et l’opportunité 
du sujet dont il s’agit. 

La Physique mathématique, proprement dite, est 
une création toute moderne, qui appartient exclusi- 
vement aux Géomètres de notre siècle. Aujourd'hui, 
cette science ne comprend en réalité que trois cha- 
pitres, diversement étendus, qui soient traités ration- 
nellement; c’est-à-dire qui ne s’appuient que sur des 
principes ou sur des lois incontestables. Ces chapitres 
sont : la théorie de l’électricité statique à la surface 
des corps conducteurs; la théorie analytique de la 

chaleur; enfin la théorie mathématique de l’élasticité 

• 

des corps solides. Le dernier est le plus difficile, le 
moins complet; il est aussi le plus utile, à une époque 
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oif l’on veut apprécier l’importance d’une théorie 
mathématique par les résultats qu’elle peut fournir 
immédjatement’à la pratique industrielle. 

L’Analyse ne tardera pas, sans doute, à embrasser 
d’autres parties de la Physique générale, telles que la 
théorie’de la lumière, et celle des phénomènes électro- 
dynamiques. Mais, on ne saurait trop le répéter, la 
véritable Physique mathématique est une science aussi 
rigoureuse, aussi exacte que la Mécanique rationnelle. 
Elle se distingue, par là, de toutes les applications 
qui s’appuient sur des principes douteux, sur des hy- 
pothèses^ gratuites ou commodes, sur des formules 
empiriques; le plus souvent, ce ne sont là que des 
essais, que des calculs numériques au service d’une 
classification factice. 

Cependant, la lenteur des progrès de la vraie science 
oblige d’avoir recours à ce genre d’applications, pour 
coordonner les théories physiques, pour étudier et 
comparer les moteurs, les machines, les projets de 
constructions de toute sorte, pour jauger les cours 
d’eau, les conduites de gaz, etc. Malgré leur utilité 
actuelle, qui est incontestable, toutes ces théories 
empiriques et partielles ne sont que des sciences d'at- 
tente. Leur règne est essentiellement passager, inté- 
rimaire. Tl durera jusqu’à ce que la Physique ration- 
nelle puisse envahir leur domaine. Elles n’auront plus 
alors qu’une importance historique. 
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Jusqu’à cette époque, peut-être plus voisine qu’on 
ne le croit généralement, enseignons avec soin ces 
sciences d’attente,, que d’habiles praticiens ont édi- 
fiées, afin de répondre aux besoins incessants des arts 
industriels. Mais ne les enseignons pas seules : tenons 
les élèves-ingénieurs au courant des progrès lents, 
mais sûrs, de la véritable. Physique mathématique; et, 
pour qu’ils polissent eux-mêmes accélérer ces progrès, 
faisons en sorte qu’ils connaissent toutes les ressources 
actuelles de l’Analyse. 

C’est ce dernier but que je me propose, en publiant 
des Leçons sur la Théorie mathématique de .l’élas- 
ticité, considérée dans les corps solides. La table des 
matières, le commencement ou la fin de chaque Le- 
çon, les articles marqués d’un astérisqqe, indiquent 
suffisamment les objets traités, les théorèmes nou- 
veaux, leur importance et leur liaison ^ sans qu’il soit 
nécessaire d’ p n parler ici. 
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THÉORIE MATHÉMATIQUE 



L’ÉLASTICITÉ DES CORPS SOLIDES, je* "* a Sv 



PREMIERE LEÇON. 



rvy 



De l'élasticité. — Des corps solides homogènes. — Origine el principe! 
théorie de l'élasticité. — Des forces élusliqucs. 



§ 1. — Lorsque les molécules de la matière constituent Dénniiiou 
un corps ou un milieu, limité ou indéfini, les causes qui llulél " slk " <; 
ont assigné à ces molécules leurs positions relatives sont en 
quelque sorte persistantes, ou agissent continuellement; 
car, si quelque effort extérieur change un peu et momenta- 
nément ces positions , les memes causes tendent à ramener 
les molécules à leurs places primitives. C’est cette tendance 
ou cette action continue que l’on désigne sous le nom d’é- 
lasticité. 

L’ élasticité a une limite. Quand l’effort extérieur a trop 
changé les positions relatives des molécules, ou lorsqu’il a 
trop longtemps exercé son action, le corps reste déformé; 
c’est-à-dire que les molécules ne reprennent plus leurs an- 
ciennes places et s’arrêtent dans de nouvelles positions. Les 
déformations permanentes sont dues aux mêmes causes que 
l’élasticité , mais ce sont des effets d’une autre nature et que 
nous n’étudierons pas. La plus grande intensité ou la plus 
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faible durée de l’cflbrt extérieur, qui n'amène pas une dé- 
formation permanente , sert de mesure à la limite de l’élas- 
ticité. Cette limite est rapidement dépassée dans les fluides 
et certains corps solides, mais elle n’est réejlement nulle 
pour aucun milieu. 

L’élasticité est donc une des propriétés générales de la 
matière. Elle est, en effet, l’origine réelle ou l’intermé- 
diaire indispensable des phénomènes physiques les plus im- 
portants de l’univers. C’est par elle que la lumière se ré- 
pand, que la chaleur rayonne, que le son se forme, se 
propage et se perçoit, que notre corps agit et se déplace, 
que nos machines se meuvent, travaillent et se conservent, 
(jue nos constructions, nos instruments échappent à mille 
causes de destruction. En un mot, le rôle de l’élasticité, 
dans la nature, est au moins aussi important que celui de 
la pesanteur universelle. D’ailleurs la gravitation et l’élas- 
ticité doivent être considérées comme les effets d’une même 
cause, qui rend dépendantes ou solidaires toutes les parties 
matérielles de l’univers, la première manifestant cette dé- 
pendance à des distances considérables, la seconde à des 
distances très-petites. 

§ 2. — Dans le Cours actuel , nous n’étudierons les effets 
de l’élasticité que sur les corps solides homogènes. Il im- 
porte de définir ici le genre d’homogénéité que nous ad- 
mettons. On appelle généralement homogène un corps 
formé par des molécules semblables, simples ou composées, 
qui ont toutes les mêmes propriétés physiques, et la même 
composition chimique; nous supposons, de plus, qu’elles 
occupent des espaces égaux , et nous appelons système 
moléculaire l’espace élémentaire et de forme polyédrique, 
qui appartient à' chaque molécule ou qui la contient seule. 
D’après cela , les corps homogènes que nous considérons 
sont ceux dans lesquels une droite L, de longueur appré- 
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ciable et de direction déterminée, traverse le même nom- 
bre n de systèmes moléculaires, en quelque endroit qu’elle 

soit placée; le rapport — peut d’ailleurs varier avec la di- 
rection de la droite L. 

Cette définition de l’homogénéité embrasse les corps so- 
lides cristallisés, quelle que soit la forme, régulière, semi- 
régulière ou irrégulière, de leur molécule intégrante; le 

rapport — peut alors avoir des valeurs très-dilïérentes , 

suivant les diverses directions. Dans les corps homogènes 
non cristallisés, tels que les métaux, le verre, on admet 

que le rapport — varie très-peu, ou ne varie pas sensible- 
ment; c’est-à-dire que ce rapport peut être considéré 
comme indépendant de la direction de L. Cette hypothèse 
exige que« soit très-grand, quelque petite que soit la ligncL : 
car il est impossible de distribuer un nombre fini de points 

matériels, de telle sorte que le rapport — soit constant. Mais 

on verra qu’il peut exister, dans un corps solide, une telle 
distribution régulière des molécules , que les effets de l’é- 
lasticité soient complètement indépendants de la direction 
des axes de symétrie; lorsque ce mode de distribution a 
lieu, le corps solide est homogène et d’élasticité constante . 
Celte dernière définition ne repose sur aucune abstraction; 
et le nombre n peut être quelconque, petit ou grand. 

11 importe souvent de considérer d’abord un corps solide 
dans son état d’homogénéité absolue, avant qu'aucune ac- 
tion étrangère ait mis enjeu son élasticité; que cette action 
provienne d’efforts exercés à la surface même du corps, ou 
qu’elle soit le résultat d’actions à distance. En un mot, 
l’état primitif supposé est celui du corps solide complète- 
ment libre, et même soustrait à l’action déformatrice de la 
pesanteur, tel qu’il serait, par exemple, en tombant libre- 
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ment dans le vide. Un corps solide pesant, rendu immo- 
bile, n'est plus dans cet état d'homogénéité absolue; s’il est. 
suspendu par un fil , ou placé sur un support, l’élasticité y 
a développé des forces intérieures et d'intensités différentes, 
qui maintiennent au repos ses diverses parties; en réalité, 
sa densité n’est plus uniforme. Toutefois, pour presque 
tous les corps solides, pour ceux surtout que nous avons 
principalement en vue, la déformation qui résulte de l’ac- 
tion de la pesanteur sur ces corps seuls est tout à fait insen- 
sible ; c’est-à-dire qu'en retournant l’un d’eux , pour le faire 
reposer successivement sur ses différentes faces, on ne peut 
distinguer aucune différence dans sa forme aux diverses sta- 
tions. La théorie indique d’ailleurs en quoi consistent ces dé- 
formations, dont l’existence est réelle, et donne les moyens 
de les calculer. Ces définitions et ces notions préliminaires 
étant établies, on peut aborder, comme il suit, la théorie 
mathématique de l’élasticité considérée dans les corps so- 
lides. 



§ 3. — Dans la théorie de l’équilibre et du mouvement 
des corps solides, on considère ces corps comme ayant une 
rigidité parfaite; on suppose que les distances des points 
d’application des forces restent invariables, quelque in- 
tenses que soient ces forces. Cette abstraction suffit pour 
les problèmes qu’on a en vue, et simplifie leurs solutions 
sans troubler leur rigueur, excepté dans quelques cas très- 
particuliers. Mais cette hypothèse laisse ignorer la loi sui- 
vant laquelle se transmet, d’une partie à l’autre du corps 
solide, l’influence réciproque qui fait détruire l’action d’une 
force par celle des autres; c’est cependant un phénomène 
important et qui a ses limites , bien nécessaires à connaître, 
puisque, quand les forces qui se font équilibre par l’inter- 
médiaire solide acquièrent un degré suffisant d’intensité, le 
corps, après avoir plus ou moins changé de forme, finit par 
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se briser. C'est la nécessite d’étudier ce phénomène cl d é- 
viter, dans les constructions, les ruptures et les déforma- 
tions permanentes, qui a donné naissance à la théorie ma- 
thématique de l’élasticité des solides; théorie que les 
géomètres ont étendue à la recherche des lois que suivent 
les petits mouvements, on les vibrations des milieux élas- 
tiques. 

Un corps solide peut être considéré comme le lieu géo- 
métrique d’un nombre infini de points matériels, lequel se 
distingue du reste de l’espace par plusieurs propriétés méca- 
niques. Lorsque le solide est à l’état de repos relatif, les 
points matériels qui le composent sont sollicités par des 
forces, ou nulles, ou qui se font équilibre. Mais, quand on 
exerce un effort à la surface, celle-ci entre en mouvement, 
l’ébranlement se communique aux molécules intérieures, 
le solide se déforme légèrement cl se constitue bientôt dans 
un nouvel état d’équilibre. Ce phénomène, très-sensible 
sur certains corps, exigerait des instruments délicats pour 
être constaté sur d’autres, mais il existe pour tous. Les 
points matériels placés à la surface, et qui reçoivent l’action 
immédiate d’une pression , transmettent cette pression aux 
molécules intérieures du solide et éprouvent de leur part 
une pression égale, qui maintient leur nouvel équilibre; 
les molécules de la seconde couche exercent sur les molé- 
cules placées à une plus grande profondeur une action ana- 
logue. Ainsi se propage, suivant une loi inconnue, la pres- 
sion exercée à la surface, jusqu'à ce qu’elle soit détruite 
par un obstacle contre lequel s’appuie le solide. Quand la 
pression extérieure cesse, les pressions intérieures cessent 
aussi , et tout finit par rentrer dans l’état primitif, si toute- 
fois l’effort extérieur n’a pas dépassé une certaine limite. 

Soit un corps cylindrique aux bases duquel on applique 
des tractions égales et opposées; il s’allonge légèrement et 
l’équilibre sc rétablit ensuite. La traction exercée aux 
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extrémités s’est propagée dans l'intérieur du cylindre : eu 
effet, si l’on imagine une section perpendiculaire aux arêtes, 
il est nécessaire, pour le nouvel état d’équilibre, que la 
partie du corps placée d’un côté de la section attire celle 
qui est placée de l’autre côté, et soit attirée vers elle, par 
une force égale à la traction exercée à chaque extrémité. Si 
celle-ci était remplacée par une pression, le cylindre, au 
lieu de s’allouger, se raccourcirait, et la partie du corps 
placée d'un côté de la section exercerait sur l’autre, et éprou- 
verait de sa part, une action répulsive égale à la pression 
exercée à chaque extrémité. Enfin, si l’on fait cesser les 
tractions ou les pressions extérieures, les attractions ou les 
répulsions intérieures cessent également, et le cylindre re- 
prend sa grandeur primitive. 

Les changements déformé d’un corps solide, c’est-à-dire 
les variations des distances respectives des points matériels 
qui le composent, sont donc toujours accompagnées du dé- 
veloppement de forces attractives ou répulsives entre ces 
points. Ces variations et ces forces naissent, croissent, dé- 
croissentet s’annulent en même temps; elles sontdouc dans 
une dépendance mutuelle. C’est cette dépendance dont il 
s’agit de trouver les lois. Or les propriétés d’un corps solide 
ne pouvant dépendre que de celles des points matériels qui 
le composent, eux seuls doivent être considérés comme les 
foyers d’où émanent les forces intérieures dont nous venons 
de parler. On a donc le principe, ou, si l’on veut, le ré- 
sultat que voici. 

Principe § 4. — Un corps solide, à la surface duquel ne s’exerce ’ 
d Véiasucité. d * aucune pression et dont les molécules ne sont sollicitées 
par aucune force extérieure, est le lieu d’une infinité de 
points matériels infiniment rapprochés, mais qui ne se 
touchent pas, équidistants si le corps est homogène , et qui 
jouissent les uns à l’égard des autres de la propriété sui- 
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vante : »i , eu venu d’uu ellbrt ou d’une action extérieure 
qui vient à naître tout à coup, deux points matériels pris au 
hasard, mais suffisamment voisins, se rapprochent ou s’é- 
loignent l’un de l’autre, il en résulte entre ces deux molé- 
cules une action ou force, répulsive dans le premier cas, 
attractive dans le second, qui est une fonction de la dis- 
tance primitiv e £ des deux molécules, et de 1 écartement A£, 
c’est-à-dire de la quantité dont elles se sont rapprochées ou 
éloignées. Cette fonction, pour un même corps, est nulle, 
quelle que soit la distance £, lorsque l'écartement A£ est 
nul ; elle décroît rapidement, quel que soit l’écartement , 
dès que la distance £ acquiert une valeur sensible, puisque 
toute adhésion cesse entre deux parties d'un même corps sé- 
parées par une distance appréciable. Selon que cette fonc- 
tion variera plus ou moins rapidement avec l’écartement , 
les mêmes forces extérieures produiront un changement de 
forme moins sensible dans le premier cas, plus sensible 
dans le second. La théorie développée dans ce Cours s’ap- 
plique au cas où les changements de forme résultant des 
actions extérieures sont extrêmement petits, soit que les 
actions aient de faibles intensités, soit que les corps con- 
sidérés aient une grande rigidité. Alors la fonction de l'é- 
cartement A£, et de la distance se réduit au produit de la 
première puissance de l’écartement par une fonction de 
£ , [ F (£)], qui est insensible dès que £ est appréciable. 

Dans ces circonstances, soient {Jig. 1) M, M' les posi- 
tions primitives de deux points matériels; 1/1, m' leurs nou- 
velles positions; MM'= si l’on mène, par m, une droite 
mfj. égale et parallèle à MM', l’écartement A£, ou la diffé- 
rence des deux distances mm et «tfx, peut être exprimée par 
la projection de \iiil 1 sur mm ', car um' est supposé extrê- 
mement petit par rapport à mm' ou ce qui doit être, si 
1 on ne considère que des déformations très-faibles. L’écar- 
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temenl A£, ainsi exprimé par la projection dont jl s'agit, 
aura le signe -f- si les molécules se sont éloignées, le signe — 
si elles se sont rapprochées. La grandeur insensible de £ 
n’est pas ici une objection : car si £ était considéré comme 
un infiniment petit du premierordre, A£ serait infiniment 
petit par rapport à £, ou un infiniment petit du second 
ordre. 

§ 5. — Soit {fi g- 2 ) M une molécule intérieure du so- 
lide. Imaginons : i° la sphèreS, dont le centre est en M, 
et qui a pour rayon la plus grande distance £ au delà de la- 
quelle F (£) est insensible, distance-limite qu’on appelle 
rayon d’activité de l’action moléculaire; 2 0 par le point M 
un plan quelconque LN , lequel partage la sphère S en 
deux hémisphères SA, SB; 3° au point M un élément su- 
perficiel extrêmement petit ct , sur le plan LN ; 4° enfin , 
dans l’hémisphère SB un cylindre droit , très-délié, ayant et 
pour base. Par suite de la déformation générale, les molé- 
cules contenues daus l’hémisphère SA exercent des actions 
sur les molécules du cylindre. La résultante dE de toutes 
ces actions est ce que nous appellerons la force élastique 
exercée par SA sur SB, et rapportée à l’élément-plan ct. Cette 
résultante sera, en général, oblique à l’élément-plan ct ; 
si elle est normale à cet élément, et dirigée vers l’hémi- 
sphère SA , elle représente une traction. Si , encore nor- 
male à ct, elle est dirigée vers SB, elle représente une pres- 
sion; c’est-à-dire que SA attire le cylindre dans le premier 
cas, et le repousse dans le second. Si la force élastique ctE, 
ou la résultante qui vient d’être définie, est parallèle à l’é- 
lément ct, elle tend à faire glisser le cylindre parallèlement 
au plan LN ; on lui donne alors le nom de force élastique 
tangentielle. 

Pareillement, si lecylindre est si tuédans l’hémisphère SA, 
la résultante des actions exercées sur les molécules de ce cy- 
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limite, par les molécules de l'hémisphère S15, est la force 
élastique crF/ exercée par SH sur SA , et rapportée à l’élé- 
ment— plan u. Si le corps , légèrement déformé, est en équi- 
libre d’élasticité, les deux forces élastiques giE, gjE', doi- 
vent être égales en intensité, et de directions contraires ou 
opposées. Mais elles représentent toutes les deux, ou des 
tractions, ou des pressions, ou des forces tangenti elles; 
c’est-à-dire que si l’une est une traction , l’autre sera pareil- 
lement une traction directement opposée à la première. 

La force élastique csE, considérée par rapport aux élé- 
ments-plans gj, menés, tous parallèles entre eux, par tous 
les points du corps, variera en intensité et en direction, 
d’un de ces points à un autre; de plus, au même point M, 
elle variera avec l’orientation de l’élément-plan ci, ou avec 
les deux angles de direction de la normale à cet élément. 
Ainsi E, et ses deux angles de direction 4>, sont en réa- 
lité, dans le cas de l’équilibre d’élasticité, des fonctions de 
cinq variables, savoir : les trois coordonnées x, y , z du 
point M, et deux angles ® et , propres à déterminer la 
direction de la normale à l’élément rs. S’il y a mouvement 
intérieur, c’est-à-dire si la déformation s’opère, ou si le 
corps vibre, le temps t est une sixième variable que devront 
comprendre les trois fonctions. 

Quelques mots sont ici nécessaires pour définir les deux 
angles d’une direction. On indique complètement la direc- 
tion d’une droite, à l’aide de deux angles seulement, par le 
système, bien connu , de la latitude et de la longitude. L’axe 
des z étant l’axe polaire, le plan des xy celui de l’équateur, 
et le plan des zx le premier méridien, la droite, partant 
de l’origine, se trouve dans un méridien dont la longitude 
est <J>, et fait avec l’équateur l’angle çp, appelé latitude. 

L’angle ÿ peut varier de o à 27 r, l’angle ©de — ^ à -t- 

Si l’on imagine la sphère de rayon i dont le centre est à 
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l’origine, la droite rencontrera celle sphère en un point 
dont les coordonnées seront 

x = C0S(J) cosj/, y = cos y sin ij/, s = sin j ; 

la direction de la droite étant complètement déterminée 
quand ces coordonnées sont connues, toute quantité qui 
dépend de cette direction sera implicitement fonction de 
(cosçp cos <£, cos 9 sintp, sin 9), et ne contiendra pas les 
angles 9 et ÿ d’une attire manière; elle satisfera ainsi aux 
deux conditions essentielles, de ne pas changer quand tp 
augmente d’un multiple de 2-, et de 11e plus contenir 1]/ 

quand 9 = ± -• 

Soient n?X, cjY, raZ, les trois composantes orthogonales 
de cjE, dirigées suivant les trois axes coordonnés; X , Y, Z , 
se déduiraient facilement de E, < 1 > , *P; réciproquement, ces 
dernières fonctions seront, déterminées, si X, Y, Z le sont; 
or il est plus commode de considérer ces trois dernières 
fonctions. Ainsi X, Y, Z, sont, en général, des fonctions 
de six variables (x, j, z, 9, i|>, Z), qui , si elles étaient dé- 
terminées , d'après les circonstances qui président à la défor- 
mation du corps , permettraient d’assigner à chaque instant , 
et en chaque point du solide, la direction et l’intensité de 
la force élastique qui s’exerce sur tout élément-plan passant 
par ce point. La détermination de ces fonctions, et l’étude 
de leurs propriétés, font l’objet principal du Cours actuel; 
on verra que ce problème général revient à déterminer trois 
fonctions de quatre variables seulement. 

On peut donner de la force élastique une autre défini- 
tion , en apparence plus simple que celle qui précède. Le 
corps solide, légèrement déformé , étant en équilibre d’é- 
lasticité, imaginons qu’il soit coupé par un plan LN en 
deux parties A et 11 ; la suppression de A détruirait évi- 
demment l’équilibre de 11; mais on conçoit que cet équi- 
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libre pourrait être conservé, si l’on appliquait eu même 
temps, sur chaque partie us du plan sécant, une force oE 
d’intensité et de direction convenables. Or cette force gjE 
est précisément la force élastique exercée par A sur lî , et 
rapportée à l’élément-plan a dont le point M fait partie. 
La fo rce élastique, ainsi déiinic, est analogue à la tension 
en chaque point d’un lil en équilibre, ou plutôt, la tension 
du (il est un cas particulier de la force élastique. 

Mais si cette définition est plus rapide, elle ne donne pas 
une idée bien nette de la force élastique, et sous ce point 
de vue, sa simplicité n’est qu’une pure illusion. Quand on 
dit qu’une force est appliquée à la surface d’un corps, on 
se sert d’une expression très-vague, qu’un long usage et 
son adoption générale n’ont pas rendue plus claire. Si l’on 
cherche à se rendre compte de la manière dont la pression 
d’un gaz.se communique à la surface d’un corps solide, 
bien des doutes et des difficultés se présentent à l’esprit. On 
ne saurait admettre le contact immédiat des molécules 
gazeuses et des molécules du solide; on est conduit à conce- 
voir une force répulsive, que le solide oppose à sa pé- 
nétration, émanant, non-seulement des molécules de la 
première couche solide , mais aussi de celles des couches 
intérieures et voisines, s’exerçant, non-seulement sur la 
première couche gazeuse , mais aussi sur des couches plus 
éloignées. Ou arrive de la sorte à regarder la pression com- 
muniquée comme une résultante d'actions moléculaires, de 
même nature que la force élastique, telle qu’elle résulte de 
notre première définition. S’il en est ainsi , n’y a-t-il pas 
lieu de douter que la densité du lluidc, dans la zone voisine 
du solide, soit la même qu’au loin ? et ce doute ne s’étend- 
il pas aux résultats obtenus dans les expériences sur les 
gaz? 

Quand on analyse le mode d’application d’une traction à 
la surface d’un solide , on est encore conduit à concevoir des 
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forces entre des couches éloignées. Plus généralement , 
tous les effets qui ont lieu au contact des corps , et même le 
sens du toucher, ne peuvetft s’expliquer d’une manière sa- 
tisfaisante qu’en faisant concourir l’action mutuelle des 
couches internes. Ainsi, la première définition que nous 
avons donnée de la force élastique , non-seulement est seule 
complète, mais en outre peut servir à l’explication d’autres 
phénomènes. Toutefois, nous adoptons la seconde : éclair- 
cie par les considérations précédentes, appuyée sur l’ana- 
logie avec les tensions, elle fait pressentir, en peu de mots, 
le rôle important des forces élastiques dans les phénomènes 
qui nous occupent. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

•> 

Équations générales de 1 élasticité. — Équilibre du parallclipipède et du 
tétraèdre élémentaires.— Équilibre d’une portion finie d’un milieu solide. 



§ 6. — L’objel principal de cette Leçon est de faire voir 
que les trois fonctions X , Y, Z, des six variables x, y, s, 
© , ip , t (§ 5), dépendent uniquement de six nouvelles fonc- 
tions de quatre variables seulement (,r,j', z, f); et que, 
en outre, ces nouvelles fonctions sont liées entre elles par 
trois équations aux différences partielles, linéaires et du 
premier ordre. Cette dépendance, et ces relations, résultent 
de la nécessité qu’une portion quelconque du solide, légè- 
rement déformée, soit en équilibre, sous l’action des forces 
élastiques exercées sur la surface , et des forces qui solli- 
citent la masse. La densité du milieu solide étant p , w étant 
l’élément de volume dont le point M fait partie, nous dési- 
gnerons par pwX 0 , /swYo, G(i)Z 0 , les composantes, suivant 
les axes coordonnés, de la résultante des forces qui solli- 
citent la masse de l’élément w. Si le corps est en équilibre 
d’élasticité , ces forces se réduisent à la pesanteur , ou plus 
généralement à des actions émanant de points extérieurs. 
Mais , si le milieu est agité , soit qu’il se déforme , soit qu’il 
vibre, les composantes X 0 , Y 0 , Z 0 doivent contenir, en 

outre , les forces d’inertie : — -d-, Dans le 

’ dt 2 dt 2 dt 2 

premier cas , l’équilibre est réel ; dans le second , il n’est que 

fictif, et résulte de l’application du principe de d’Alembert.- 

¥ Nous adoptons ici l’expression, récemment introduite, 

de force d'inertie, à cause de la facilité qu’elle donne, pour 
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traiter à la fois les questions de l’équilibre et celles du mou- 
vement. Quant aux idées qui ont dicté cette expression, 
ou qu'elle amène à sa suite , ce n’est ici le lieu, ni de les ex- 
poser ni de les apprécier. Elles se rattachent d’ailleurs au 
système général de revirement qu’on vient de faire subir à 
renseignement de la Mécanique , et il faut confier au temps 
le soin de justifier ou de critiquer ce qui se rapporte à ce 
système. Tous ces changements sont , au fond, très-indidé- 
rents pour les savants qui ont soigneusement étudié toutes 
les parties de la Mécanique rationnelle : ils savent, par 
d’Alembert, Lagrange, et les géomètres de leur école, que 
les questions de l’équilibre, et celles du mouvement, sont 
intimement liées les unes aux autres , qu’elles composent 
deux parties d'un même tout, et sont comprises dans une 
même formule générale. Or, que l’on débute par exposer la * 
Statique, pour s’élever ensuite à la Dynamique , ou que l’on 
parte des notions du mouvement, pour arriver aux lois 
de l’équilibre , ces deux marches inverses sont équivalentes , 
pourvu que l’on parcoure avec soin toute la carrière, dans 
un sens ou dans l’autre, sans négliger la fin plus que le 
commencement. Reste à savoir si, pour les étudiants qui 
sont forcés de s’arrêter en route, il est préférable d’avoir 
des idées saines en Dynamique , et de très-obscures en Sta- 
tique, ou, au contraire, de connaître à fond les lois de l’équi- 
libre, et fort peu celles du mouvement. L’expérience ré- 

§ 7. — Imaginons, dans le milieu solide, uti élément 
parallélipipédique w = rlxclytlz, dont les côtés soient pa- 
rallèles aux axes , et dont le sommet le plus voisin de l’ori- 
gine soit M ; désignons par A , B, C les trois faces dont les 
aires sont respectivement 

rt, — dfdz, tat — dztlx, ra, = dxdy. 
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et qui forment l'angle triée] re en M ; par A', 15', C' les faces 
aboutissant à l’angle trièdre opposé. L’élément w doit être 
en équilibre sous l’action des forces élastiques exercées sur 
ses six faces, et des forces qui sollicitent sa masse pw ou 
otlxrlytlz. Afin d’exprimer cet équilibre, soient, pour le 
point M : gj,X,, u, Y,, gj,Z, les valeurs particulières des 
composantes de la force élastique quand l’élément-plau ci 
est perpendiculaire aux x, ou pour y — o, = o; ct s X,, 
ni, Y,, djZi les valeurs que prennent les mêmes compo- 
santes quand a est "perpendiculaire aux y, ou pour ç = o, 

ifi = enfin, a 3 X 3 , d 3 Y 3 , ci 3 Z s les valeurs de ccs com- 
posantes quand üs est perpendiculaire aux z , ou pour 
o — ~ Les neuf quantités X,, Y, , Z, sont des fonctions de 

quatre variables seulement (x, y, z , /). Le plan de xz, sépa- 
rant le milieu en deux parties, n,X, , ci, Y,, ci, Z, sont les 
composantes de la force élastique, exercée par la partie du 
milieu la plus éloignée de l'origine sur celle qui contient 
celte origine 5 et il résulte du § o que les composantes de la 
force élastique exercée par la seconde partie sur la pre- 
mière seront 

• BT/ Y" / , CT/ Z | . 



Cela posé, écrivons les six équations d’équilibre de l’élé- 
ment solide m. Evaluons, pour l’égaler à zéro, la somme 
des composantes, suivant l’axe des x, de toutes les forces 
appliquées à cet élément : les faces A et A' fourniront à 

cette somme les deux termes — ct,X,, -(-ci, ^X,-f- > 

d X. 

dont 1 ensemble se réduit au terme unique iù —— : le groupe 



des faces 15 et 15' donnera w'—r— 5 celui de C et C', 

tir 



,lz ’ 



enfin, les forces qui agissent sur la masse c o> ajouteront un 



Digitized by Google 




LEÇONS 



>6 

dernier tenue pwX 0 . Ce qui donne, en divisant par «, la 
première des équations (i) ; les deux autres résultent d’une 
sommation semblable, des composantes parallèles aux j', 
puis de celles parallèles aux z : 



(>) 



dX, 

dx 

dY, 



dX, 
(l X 
dY , 



dX > 
dz 
dY , 



pX„ = o, 



dx rfT + pY " = °’ 

d Z, d Z, r/Zj „ • 

+ + + P z„-°. 



Les trois équations dites des moments expriment, comme 
on sait, que le solide ne peut tourner autour d’un axe suc- 
cessivement parallèle aux trois coordonnées. Faisons passer 
cet axe par le centre du parallélipipède w, et supposons-le 
parallèle auxx; la résultante des forces pwX 0 , pw Y 0 , pwZ 0 , 
étant appliquée au centre de «, donnera un moment nul. 
Les forces élastiques exercées sur les faces A et A', ont des 
résultantes qui rencontrent l’axe aux milieux mêmes de ces 
faces; elles n’entreront donc pas dans la somme des mo- 
ments. Les composantes 

— et,Y,, -4- o, ^Yj -H djr'j, — EJjZ’j, -+- tjj ^Z.,+ -^rdzj , 

des forces élastiques respectivement exercées sur les faces 
15 , IV, C , C', concourent au centre de m , ou en un point de 
l’axe ; elles ne fourniront donc rien non plus. Les compo- 
santes 



— n 3 X 7 , -h u 3 ( X 3 -j- 



dX 7 

dx 



dy 



■ TS^X} 9 H” GJj 



(~ 2 *> 



des mêmes forces élastiques, étant parallèles «à l axe, seront 
dans le même cas. Il reste les composantes 



Oj t‘T, + 



o, [l. 



dZ, 

~dv 



dy 



JjY,, + 



n i (y, + d:} , 
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qui agissent tangentiellement aux faces B, B', C, C' dans 
un plan perpendiculaire à l’axe, et qui forment deux cou- 



m 7 o) Y 

pies de sens contraires, — ^ et — % en négligeant les infi- 
niment petits du troisième ordre devant ceux du second. 
L’équation des moments, pour l’axe proposé, se réduit donc 
à l’égalité de ces deux couples, ou à la première des équa- 
tions (a); les deux autres résultent de l’égalité des deux 
couples contraires, qui tendent à faire tourner l’élément «, 
autour d’un axe central parallèle aux y, puis parallèle 
aux z : 



(») 



Y, = 7.,, Z,=X„ X, — Y,. 



Nous pouvons , par une extension dont on trouve de fré- 
quents exemples dans les applications de la Mécanique, et 
notamment dans la théorie des fluides, appeler force élasti- 
que, et composantes de la force élastique, la fonction E (§ 5), 
et les fonctions X, Y, Z, dépourvues de tout facteur : il 
suffit de concevoir que ces forces s’exercent sur l’unité de 
surface, avec la même intensité relative que sur Pélément- 
plan ni. Cela posé, les équations (î) expriment que des neuf 
composantes X, , Y, , Z, , six sont égales deux à deux. Pour 
démêler, d’une manière commode , quelles sont les compo- 
santes qui sont égales entre elles, changeons de notation : 
désignons les neuf composatites par la seule lettre C, allec- 
tée, en haut et en bas , de l’un des indices x, y, z\ celui 
d’en haut indiquant l’axe auquel l’élément u est perpendi- 
culaire, celui d’en bas l’axe auquel la composante est pa- 



rallèle; on aura ainsi le tableau (3) : 






II 

X 


<>=Y,, 


c x> 

s 


= Z,. 


(3) | C^ 1 = X, , 


c|; r> = y, , 




= z. 


II 

X 




c (,) 

s 


= z 3 
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Alors les relations ( 2 ) expriment que, si l’on intervertit les 
tleux accents, la composante conserve la même valeur. 
On verra que cette propriété remarquable n’est qu’un cas 
particulier d’une propriété plus générale (§9). 



Introduction § 8. — D’après l’énoncé mnémonique qui précède, les 
>1» t ( - „(•>) v „{}) («) 

composantes L x ou X, , ou Y, , ou Z 3 , restent dis- 
tinctes ; nous les désignerons respectivement par N, , N,, N,. 
On aura ensuite, par le même énoncé : 



_(•] <r) 

C_ 011 Y, = C t ou Z,, 

C (I) ou Z, = C (>> ou X, , 

Jr) v v 

C x ou X, = C r ou Y , ; 



nous désignerons respectivement ces composantes par T, , 
T, , T s . D’après ces conventions , les N, donnent les compo- 
santes normales de la force élastique, pour les trois posi- 
tions cr, de l’élément-plan cr ; les T, donnent les composantes 
tangentielles qui sont nécessairement égales deux à deux. Si 
l’on remplace, dans les équations ( 1 ), les X,, Y,, Z,, par 
leurs équivalents N, , T, , on obtient les trois équations 



d N, 


d T, 


dT, 


dx 


+ 


— -t-pX, - 0 , 


d T, 


d N, 


dT, 


17 + 


—j 1 - 

dy 


— -t- P Y, = o, 


d T, 


d T, 




+ 


dy + 


— h P Z„ — O, 



qui peuvent être regardées comme le résultat de l’élimination 
de trois des neuf composantes entre les six équations d’équi- 
libre ( 1 ) et ( 2 ). Ainsi les équations (4) expriment à elles 
seules l’équilibre de l’élément parallélipipédique w. 

11 faud ra se rappeler constamment que les six fonctions 
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de quatre variables, j\ , T,, qui entrent dans les équa- 
tions (4), donnent, par le tableau, 

fN 1( T,, T,, 

( 5 ) JT,, N„ T,, 

les composantes , rapportées à l’unité de surface , de la force 
élastique exercée sur l’élément- plan us , la première ligne, 
horizontale ou verticale, quand cet élément est perpendi- 
culaire aux x, la seconde aux y, la troisième aux z. Cette 
indifférence, du sens horizontal ou du sens vertical, tra- 
duit, d’une autre manière, la réciprocité signalée par les 
équations ( 2 ) , et énoncée au § T. 

Les équations (4) doivent exister, quelles que soient les 
variables x , y, z , t. Elles expriment non-seulement l’équi- 
libre du parallélipipède w, à toute époque, en quelque lieu 
qu’il soit, mais encore celui de toute portion finie du 
corps qui serait complètement décomposable en prismes 
rectangles, ou dont la surface ne comprendrait que des 
facettes parallèles aux plans coordonnés. Mais si cette sur- 
face avait des facettes inclinées, la décomposition en prismes 
laisserait des résidus tétraédriques, dont l’équilibre, non 
établi par les seules équations (4), exige de nouvelles rela- 
tions. 

§ 9. — Imaginons un tétraèdre infiniment petit, dont 
un sommet soit en M, et dont les trois arêtes qui partent 
de ce sommet soient parallèles aux axes. Désignons par u 
l’aire de la face triangulaire opposée, laquelle forme la 
base du tétraèdre, et soient m, n, p les cosinus des angles 
que la hauteur ou la normale à l'élément-plan n fait avec 
les axes des .r, y , z. Ces trois cosinus, exprimés en fonc- 
tion des deux angles de direction ç, de la normale, sont 
* 

(6) m = cos «p cos n = cos © sin p = sin <p, 

2. 



Équilibre 
du tétraèdre 
élémentaire. 
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et l' élimination de » et tp donne la relation connue 

( r j) m 2 4 - n‘ -+- p 2 = i . 

D'après un théorème sur la projection des aires, les trois 
faces triangulaires rectangles «, b, c du tétraèdre que nous 
venons de définir, lesquelles sont respectivement perpen- 
diculaires aux’.r, aux y, aux z, auront pour surface 

ti — >nn, b zzz un, c z= p a. 

Cela posé, le tétraèdre devant être en équilibre, sous 
l'action des forces élastiques qui s’exercent sur scs quatre 
faces, et des forces qui sollicitent sa masse, les sommes des 
composantes de ces forces, estimées suivant chaque axe, 
devront être nulles. A la somme des composantes suivant 
l'axe des .r, la face inclinée fournira le terme Xn; la 
face a , le terme — N, . m ra ; la face è, — T 3 . n tj ; la face c, 
— T, .pcj; les forces qui agissent sur la masse donneront 
un terme égal à p X 0 multiplié par le volume du tétraèdre, 
qui est tin infiniment petit du troisième ordre; ce cin- 
quième terme disparaîtra donc à la suite des quatre autres, 
qui sont des infiniment petits du second ordre. Egalant la 
somme trouvée à zéro , et divisant par ni, on obtient la pre- 
mière des équations 

/ X = /wN, 4- n T 3 4- />Tj, 

(8) | Y= 

( Z = «T, 4- «T, 4- p N, ; 

les deux autres résultent d’une sommation semblable des 
composantes parallèles aux y, puis parallèles aux z. 

Les équations (8), quand on y substitue à m, », p leurs 
valeurs (6), deviennent 

X = N, cos y cos 4- T, cos y sin ^ -f- T, sin ç , 

Y = T, cos y cos <}i 4- N, cos f sin <|» -f- T, sin y , 

Z = T, cos y cos ii -f- T, cos y sin ij/ 4 - N sin y , 
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cl indiquent de quelle manière y et ’p entrent nécessaire- 
ment dans les fonctions de six variables X, Y, Z (§ o). On 
voit par là que les composantes X, Y, Z de la force élas- 
tique E dépendent uniquement des six fonctions N,, T,, 
lesquelles sont à quatre variables, et qui doivent vérifier 
les trois équations (4) aux dillërences partielles, linéaires 
et du premier ordre; c’est le résultat que nous annoncions 
au commencement de celte Leçon. ' 

Les équations (8) démontrent le théorème général dont 
la réciprocité signalée parles équations ( 2 ) n’est qu un cas 
particulier : la force élastique qui s’exerce en M sur un 
élément-plan perpendiculaire aux .r a pour composantes, 
suivant les trois axes , N, , T, , T» ; sa composante, ou sa 
projection suivant la normale à l’élément incliné ta, sera 
donc 

(/«N, + «T, 4 - p T, ) , 

et la première des équations (8) démontre que cette pro- 
jection est précisément égale à X, ou à la projection, sui- 
vant l’axe des x, de la force élastique exercée sur l’élément 
incliné. Or les axes sont quelconques; on a donc le théo- 
rème suivant : Si, en un même point d’un milieu solide. 
E et E' sont les forces élastiques exercées sur deux élé- 
ments-plans ta et ta', ayant respectivement pour nor- 
males les lignes L et L', la projection de E sur L' sera égale 
à la projection de F/ sur L,. 

§ 10. — D’après la vérification qui va suivre, les condi- 
tions nécessaires et suffisantes, pour établir l’équilibre 
d’élasticité d’une portion finie, de forme quelconque, dé- 
coupée dans le milieu solide, sont au nombre de six, 
savoir: les trois équations (4) et les trois équations (8). 
11 faut , pour obtenir ces six conditions, joindre aux équa- 
tions déduites de l’équilibre du parallélipipèdc trois des 
équations qui expriment l’équilibre du tétraèdre, en lais- 



Equilibre dune 
porlitrti finie du 
milieu solide. 
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sant de côté celle» dites des moments, ou qui annulent les 
couples. C’est parce que les équations ( 2 ) 11 e sont que par- 
ticulières, comparées aux équations générales (8), que le 
groupe des six équations ( 1 ) et ( 2 ), ou celui des équa- 
tions (4), est insuffisant. 

Il s’agit de vérifier, maintenant, que les équations (4), 
accompagnées des relations (8), sont au contraire suffi- 
santes pour établir l’équilibre d’élasticité d’une partie 
quelconque S l d’un milieu solide. Multiplions la première 
équation (4) par dxdjdz , et intégrons dans toute l’étendue 
de SL, il viendra 

| /// iS 1 /// ^ 

X a dxdydz = o. 

Dans l’intégrale triple en N,, on peut effectuer l’intégra- 
tion en ,r, ce qui donnera 

JJdydz ( N', — N" ) , 

JN', , JN" , étant les valeurs de la fonction N, , aux deux points 
où la droite parallèle aux x vient couper la surface qui 
limite SI ; si l’on indique par ct' et a" les éléments de la sur- 
face en ces deux points, et par a', a" les angles que les nor- 
males externes en ces mêmes points font avec l’axe des x , 
on aura 

dydz ~ o' cos a' = — o" cos a" ; 
et 1 intégrale double qui précède ne sera autre que 
S N, cr cos a, 

ci étant un élément de la surface de fi, a l’angle que la 
normale externe en tô fait avec l’axe des x, la fonction ÏY, 
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ayant la valeur qui correspond au lieu de cet élément, et 
le 2 s’étendant à toute la surface. On réduira à un 2 sem- 
blable la seconde , puis la troisième intégrale triple de la 
formule (10), en elfectuant l’intégration en y dans la se- 
conde, en z dans la troisième, et introduisant les angles (3 
et y, que la normale externe en ct fait avec les axes des y 
et des z. Enfin , la quatrième intégrale triple, si l’on observe 
que pdxdydz est l’élément pM de la masse, peut se mettre 
sous la forme 2po>X 0 , le sigma s’étendant ici à toute la 
masse de fi. L’équation (10) devient alors la première des 
équations 

| 2 (N, COS a + T] cos 4- T, COS 7) CT 4- 2 pw X„ — O, 

11) { 2 (T, cos a 4 - N 3 cos p —H T , cos 7) ci 4- 2p« Y„ — o, 

( 2 (T, COS a 4- T, COS $ 4- Nj COS 7) SI + ïçmZ, rr o; 

les deux autres s’obtiennent en opérant de la même ma- 

nière sur la seconde et sur la troisième des équations (4). 
Or, en vertu des relations (8), les parenthèses des pre- 
mières sommes, dans les trois équations (1 1), ne sont autres 
que les composantes X, Y, Z, de la force élastique qui 
s’exerce sur l’élément u , en prenant rn — cos « , n = cos (3 , 
p = cosy^ ces équations (1 1) peuvent donc s'écrire ainsi : 

^ CT X 4“ ^ pw Xq ZZZ O , 

cr \ 4- ^ pw Y„ o , 

cr Z 4— pw Z„ — o , 

et expriment que les sommes des composantes des forces 
qui sollicitent fi, estimées suivant les trois axes, seront 
nulles d’elles-mèmes. 

Si, de la seconde équation (4)? multipliée par z, on re- 
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tranche la troisième, multipliée par y, il vient 




d(tT 3 —yTj) , /rf(zN,— rT 



H- 



dx 

' d[z'\,—y N,) 
, ilz 






+ t, 



— T, )+ p(ïY„ — Z, j-) — o, 



et l’on remarquera la disparition des quantités -+-T,, — T,, 
introduites afin de mettre le second et le troisième terme 
sous forme de dérivées: multipliant par dxdydz\ inté- 
grant dans toute l'étendue de fi; effectuant une première 
intégration de chacune des trois premières intégrales tri- 
ples ; introduisant enfin ra , et les angles a, (3, y, la for- 
mule (i 3) deviendra 

^[(zT, — jT 2 )cosa (zN, — jrT,) cos p-f-(zT, — jNJ cos yja 
+ Y « — = °> 



ou, mettant z et y en facteurs communs, sous la première 
somme , 

2[z(T a cosa-pN,cos[i-t-T,cos7) — /(TsCOSa-l-T.cosp-t-ÎVjCosy)]^ 
+ £ji>u{zY 0 — yZ a ) = o , 

ce qui donne enfin, en ayant égard aux relations (8), la 
première des équations 

I 2(8Y- y Z)«H-2f“( zY .-rZ.)=o, 

2 ( xZ — zX) ct -+- Z, — zX,) = o , 

— xY)ct -+- — x Y a ) — o; 

les deux autres s’obtiennent en opérant de la même manière 
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sur deux autres couples îles équations ( 4 ). Or les équa- 
tions (14) expriment que les sommes des moments des forces 
qui sollicitent fl, prises par rapport aux trois axes, sont 
nulles d’cllcs-mèmes ; et les six équations (12) et (i4), dé- 
duites uniquement des équations (4) , accompagnées des re- 
lations ( 8 ) , expriment complètement l’équilibre d’élasticité 
de la partie quelconque fl du milieu solide. 

Nous eussions pu , après avoir déduit les équations ( 4 ) 
de l’équilibre du parallélipipède, et sans considérer le té- 
traèdre , établir tout d’abord les équations (11). Or les six 
équations connues , qui expriment l’équilibre de fl, étant 
(12) et (14) , il faut que les équations (1 1) et (12) soient 
identiques; et comme la surface qui limite fl est quelcon- 
que, cette identité ne peut avoir lieu qu’en posant les rela- 
tions ( 8 ) , lesquelles se trouveraient ainsi démontrées. Mais 
ce genre de démonstration est indirect et peu lucide; en ou- 
tre, il indique mal toute l’importance des relations ( 8 ) : 
car ce ne sont pas de simples équations à la surface , elles 
signalent des propriétés s'étendant à tous les points inté- 
rieurs , et tout aussi générales que celles qui sont exprimées 
par les équations ( 4 )- Voilà ce qui donne une valeur réelle 
à la considération de l’équilibre du tétraèdre, imaginée , je 
crois , par M. Cauchy. 

* Comme il s’agit ici d’un Cours destiné à propager la 
connaissance d’une théorie abordée par plusieurs géomè- 
tres, il serait juste et convenable de toujours citer les pre- 
miers inventeurs des diverses idées dont l’ensemble con- 
stitue cette théorie. Mais plusieurs causes rendent une pa- 
reille lâche assez diilicile, et nous ne la remplirons que 
très-incomplétemcnt. D’ailleurs, la plupart de ces idées se 
présentent si naturellement, qu’elles appartiennent à tous. 
En réalité, nous considérons le sujet de l’élasticité comme 
s’il était entièrement neuf; d’autres l’ont traité, ils ont pu 
en émettre avant nous les idées fondamentales, mais leurs 
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recherches sonl à peu près inconnues des ingénieurs et des 
praticiens , qu’il faut surtout convaincre. L’unique but de 
notre travail est de mettre hors de doute, et l’utilité de la 
théorie mathématique de l’élasticité, et la nécessité de l’in- 
troduire dans les sciences d’application. Quand ce but im- 
portant sera atteint, fasse qui voudra le partage des in- 
ventions, et, quelque peu qu’on nous en attribue, nous ne 
réclamerons pas. 
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TROISIÈME LEÇON. 

•> 

Des projections du déplacement moléculaire. — Expressions de l’écartement, 
des dilatations, des forces élastiques. — Extension aux corps cristallisés. 



§ il . — Lorsque la partie du milieu , que nous avons dé- 
signée par iî au § 10, comprend le solide tout entier, les six 
équations ( 12 ) et ( 14 ) expriment l’équilibre du corps, sous 
l’action des forces données c rX, cîY, gjZ, agissant aux 
différents éléments de sa surface, et des forces poiX,, 
p wY 0 , owZ 0 , qui sollicitent les différentes parties de sa 
masse, y compris les forces d’inertie s’il y a mouvement. 
On sait que ces six équations renferment toutes les lois de 
l’équilibre réel , et toutes celles du mouvement d’un corps 
solide, considéré abstractivement comme ayant une rigidité 
absolue. Quand la Mécanique rationnelle a démêlé et inter- 
prété ces lois, les positions du corps sont bien définies rela- 
tivement au monde extérieur; mais son état intérieur reste 
complètement inconnu. Pour connaître cet état , il faut re- 
monter aux équations (4) (§ 8), et (8) (§9), qui signalent 
l’existence de six fonctions N,- , T,- , dont dépendent les forces 
élastiques intérieures. Ces six fonctions doivent vérifier les 
trois équations aux différences partielles (4) , et , par leurs 
valeurs aux différents points de la surface du corps, jointes 
aux forces données, rendre identiques les relations (8). Or 
ces conditions seraient insuffisantes pour les déterminer, si 
les six fonctions N,-, T,, n’étaient pas exprimables à l’aide 
de trois fonctions seulement : car trois équations aux diffé- 
rences partielles ne peuvent faire connaître généralement, 
que trois fonctions, et trois équations qui lient les valeurs 
de res fonctions, particulières à la surface* ne peuvent qu’é- 
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tablir des relations entre les arbitraires introduites par lin- 
tégration. Il y a donc lieu de chercher quelles sont les trois 
fonctions dont dépendent les N,-, T,-, et en quoi consiste 
celte dépendance. Tel est l’objet de la Leçon actuelle. 

Les faits étudiés aux §§ 3 et 1 de notre première Leçon, 
le principe qui en découle et la définition donnée au § 5, 
répondent directement aux questions posées , et indiquent 
la marche à suivre pour les résoudre. D’après ces prélimi- 
naires , les forces élastiques et les déplacements molécu- 
laires sont dans une dépendance mutuelle. Mais, aux déve- 
loppements que nous avons déjà donnés sur les forces 
élastiques, il importe d’en joindre d’autres relatifs aux 
déplacements, avant de traduire analytiquement la dépen- 
dance dont il s’agit. Le milieu solide n’étant soumis à 
aucune force extérieure, un point matériel M, qui en fait 
partie, a pour coordonnées primitives (x,y, s); quand 
des efforts extérieurs ont déformé le corps, ce point 
matériel occupe une nouvelle position m, ayant pour 
coordonnées (.r-t-u, y -+- e, s 4 - w) ; h , e, iv sont les 
projections sur les axes coordonnés du déplacement Mm. 
Ces trois projections varient au même iustaut'd’un point 
matériel à un autre, et pour le même point avec le temps, 
si le milieu se déforme ou vibre; m, e, iv sont donc trois 
fonctions des quatre variables ( x , jp, s, t). 

On peut regarder ces fonctions comme étant continues, 
non-seulement quant à la variable t , mais aussi par rapport 
aux variables (#, y, z). Car, si le milieu est composé de 
points matériels non contigus, qui se déplacent réellement, 
les points géonfétriques situés sur les intervalles qui sépa- 
rent les molécules peuvent être considérés comme se dépla- 
çant aussi. On conçoit, en effet, que si les déplacements 
de toutes les molécules étaient obscfvés et mesurés, on 
pourrait déterminer, par l’interpolation, des fonctions 
continues ii . r, te, qui reproduiraient d’abord toutes les 
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observations, et qui donneraient en outre les projections des 
déplacements pour les points géométriques non occupés par 
la matière. Ce sont ces fonctions continues que nous con- 
sidérons. • 

Quand le corps n’est que légèrement déformé, u, e, te 
ont de petites valeurs dans toute l’étendue du milieu. Soit, 
dans le voisinage de M, un second point M', dont les coor- 
données primitives sont 

x'z=x + h, y' = r + i, z' = z-f-/, 



et qui , lors de la déformation , prend la position m\ dont 
les coordonnées sont x' -t- y' 4- z' - 1- -w' . La dis- 

tance MM' ou £ (§ 4 ) a pour projections sur les axes h , 
A, projections que nous supposons très-petites, ainsi 
que £ 5 la direction MM' fait avec les mêmes axes des angles 

, , . h k l 

dont les cosinus sont -j -■> -• 

du déplacement M' m' sont les valeurs des fonctions u , 
e, ie, quand on y remplace respectivement (x, y, z ) par 
(x -+- h , y -f- k , z 4- /), et le théorème de Taylor donne 
, du , du , du . 

= * + Z h + Tr A+ 7.‘- 



Les projections e', n»‘ 



(0 



d = v -f- 



dv 

dx 

dit’ 



dv , dv 



, div . div 
dx ^4-^A+— 



en supposant les projections h, A, l assez petites pour 
qu’on puisse négliger les termes qui contiennent leurs pro- 
duits. C’est ce qui a lieu, par exemple, quand on veut 
évaluer l’action mutuelle de deux points matériels M et M', 
venus en m et /«', puisque cette action n’existe que si £ est 
inappréciable. 



§ 12 . — La petite ligne u m' ( fig. 1) a pour projections 
sur les axes (ji' — m, — o, iv' — te); et, puisque l’on 
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peut substituer à la projection de uni' sur um, ou sur 
MM' (§ 4), on aura 

( 2 ) AK = - (u' — u) -f- - ( v ' — e) -+- ^ ( w ’ — iv), 



ou, substituant a (u' — u, r' — p, iv' — ip) leurs valeurs 
tirées des équations ( 1 ), et ordonnant le résultat, 




enfin , remplaçant h, k , l par leurs valeurs en fonction 
de £ et de ses deux angles de direction <p et ip, lesquelles 
sont 



h — Ç cos y cos ij/, k = Ç cos y sin-ij/, / = sino, 
on aura définitivement 



• (4) aç=ç< 



du 






tiv 


dev 


dx 


cos- <p co$ z y -+ 


• — cos 3 0 sin 3 4 -f- 
<ty dz 






/ dv 


dw\ 






4- 


\dz + 


dy) 


cos if sin ç sin \|i 






f dw 


du\ 






+1 


\d^ + 


dz ) 


cos tf sin y cos •{< 






f du 


dp ^ 






+< 


j — H 
\ rl r 


dx j 


cos’ÿ cos if» sin \J( 



sin 3 <f 



D’après cette valeur, l’écartement étant très-petit par 
rapport à £ , les dérivées • ,/*’ *'’ • ***1 sont toutes de très-pe- 
tites fractions. 

Le rapport — est la dilatation linéaire au point M , dans 
la direction déterminée par les angles <j> et Cette dilata- 
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lion se réduit à si £ ou MM' est parallèle aux x , ou si 



dx 



dv 



0 = 0 , <p = o; à — j si £ est parallèle aux y, ou si o = o, 

<p= à ( ^-i si £ est parallèle aux z, ou si ç = -• D’après 
ces valeurs, la ligne dx, prise lors de l’état primitif, devient 
dx -I- après la déformation ; redevient dy(i-\- — j ; 

dz devient dz -+- ‘-j-'j- L’élément primitif «= dxdydz 
devient alors 

dxdydz I i + 



/ du \ / dv \ / du' 

( , + ^) V^Ty) {' + Tz 



ou simplement 



( du dv dw 

' + di^Ty + lh 



)■ 



en négligeant les produits des dilatations linéaires; et la 
dilatation cubique en M, que nous désignerons par 0, est 
donnée par la formule 



(5) 



du dv dw 

dx dy dz ' 



c’est-à-dire que la dilatation cubique, en un point du milieu, 

est égale à la somme de trois dilatations linéaires, prises au 

meme point, dans trois directions orthogonales. Si les dé- 

. , du dv dw . • / i 

nvees — > — ■> — sont négatives, elles représentent des 

contractions linéaires; si 0 est négatif, il donne la com- 
pressibilité cubique. 

Le point M restant le même , si l’on déplace M' dans 
l’hémisphère SA (§ 5), la valeur (4) de change avec £ , 

<p, tt; mais les dérivées * - restent essentiellement 

d(x,y,z) 
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constantes et conservent les valeurs qui leur appartiennent 
en M. Soit INI, un point situé à une profondeur y au-dessous 
de M, sur la normale à l’élément-plan a (§ 5), laquelle fait , 
avec les axes, des angles dont les cosinus sont (m, n, p) ; 
par le point M', menons M'M', égal et parallèle à MM, , et 
joignons M,M' ( ; soient («,, tq, tc,) les valeurs de (u, c, w) 
eu M, ; (u \ , v\, iv' ) en M',. Ou aura évidemment ou 
M, M', , égal et parallèle à £ ou MM'; il s’agit de faire voir 
que l’écartement A£, est aussi égal à A£. En effet, les coor- 
données primitives de M, sont (x — mf, y — nf , z — pf), 
celles de M', sont (x -h h — mf, y -+- k — /«/’, z -+- 1 — pf) ; 
on a donc, par les formules (i) , 



«, = « — f ( m '■£ -+- n ^ -f- p ^ | , 



du du 

Tx + "df 



, , , r, , , -.du , . du 

u,=u -h (A - mf ) — H- (A — nf) _ + (/ _p/) _ ; 



d’où l’on conclut, par soustraction , 

, du du du 

u, — n, z= /i — -y a — - + /_ - — u — ii, 
ax dy (il 

et aussi 



V V, «• , AV, ~ <v M'. 



Or, M, M' ( étant égal et parallèle à MM' fait , avec les axes , 
les mêmes angles aux cosinus ~ ^ ^ ; donc A£, aura la 



même valeur ( 2 ) que AÇ. Ainsi, que la distance f aux 
angles de direction <p et ait ou n’ait pas une de ses extré- 
mités en M, pourvu qu’elle parte de l’intérieur du cylindre 
infiniment délié de base t3 (§3), et aboutisse dans l’inté- 
rieur de l’hémisphère SA ; dans tous les cas, son accroisse- 
ment sera donné par la formule (4). C’est-à-dire que 
toujours A£ se composera de six termes variables avec £, 
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© , •]/ , mais ayant respectivement pour coefficients, essen- 
tiellement constants, 



du 


dv 


dw 


/ dv du \ / dw du \ 




Sï’ 




dz ’ 


\rfz dy ) * dz) 


\dy ^ dx) 


coefficients 


que 


nous appellerons les G,-. 





§ 13. — Or, quand on voudra évaluer les trois compo- v *i«r* li- 
santes de la force élastique exercée sur et, chaque couple r,lc ' de * 1 
(M, , M', ) de deux points matériels de masses p, et p' , entre 
lesquels s’exerce l’action mutuelle p, p', F (£) . A£, four- 
nira trois éléments, un pour chaque composante, éléments 
que l’on obtiendra en multipliant cette action par cos <p cos tf, 
par cos <p sin par sin cp. Si l’on fait ensuite la somme des 
éléments fournis à chaque composante par tous les couples 
de deux points matériels, l’un compris dans le cylindre de 
base ni, l’autre dans l’hémisphère SA, on pourra mettre 
les G,- en facteurs communs dans cette somme , et la com- 
posante cherchée comprendra définitivement six termes, 
ayant respectivement les G, pour coefficients. Telle est la 
forme générale de toute composante d’une force élastique 
exercée en M , et particulièrement des N, , T,-. On peut donc 
poser 




formules qu’il faut écrire trois fois, en remplaçant l’in- 
dice ï successivement par i, 2,3. 

3 
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Ces conclusions sont complètement indépendantes du 
nombre des couples de molécules entre lesquelles s’exercent 
des actions, ou du nombre des termes multipliés par le 
même G,; ces termes peuvent différer généralement, non- 
seulement par les valeurs de £ , ç et , mais aussi par celles 
de F (£), et même de , pt, ; ils peuvent se grouper plus 
nombreux sur certaines directions que sur d’autres. Autre- 
ment, le milieu solide peut être homogène ou hétérogène,- 
composé d’une seule espèce de molécules ou de plusieurs 
espèces, entre lesquelles les actions suivent les mêmes lois 
avec la distance, ou au contraire des lois dill’érentes; les 
conclusions qui précèdent sont vraies dans tous les cas. Si le 
corps n’avait pas l’homogénéité que nous avons définie 
au § 2, les coefficients A,, B,,..., (6), lesquels sont au 
nombre de trente-six, pourraient varier d’un point M à un 
autre. Le genre d’homogénéité que nous considérons, est 
celui où ces trente-six coefficients sont constants, c’est-à-dire 
conservent les mêmes valeurs en tous les points du milieu; 
ces valeurs n’étant liées d’ailleurs par aucune relation né- 
cessaire. 

Tous les phénomènes dus à l’élasticité des corps solides 
homogènes doivent donc se déduire des formules géné- 
rales (4) et (8) de la Leçon précédente, (5) et (6) de la 
Leçon actuelle; sauf les légères différences qui pourraient 
résulter de ce que les développements (i) ne sont qu’ap- 
prochés. Mais, quand les géomètres abordent une ques- 
tion de physique, ils étudient d’abord les termes les plus 
influents, afin de découvrir les lois les plus générales; ils 
reviennent ensuite aux termes négligés, pour se rendre 
compte des perturbations observées dans l’application de 
ces lois. Telle a été la marche de l’Astronomie théorique ; 
telle doit être celle de la théorie mathématique de l’é- 
lasticité. Ainsi, nous bornant à la première étude, nous 
adoptons les valeurs (6) des N,-, T,, conséquences né- 
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cessaires des développements (i), limités à leurs premiers 
termes. 

§ 1 1 . — Outre l’homogénéité que nous avons définie au § 2, 
et qui conduit à la constance des coefficients A, , B,-,..., dans 
les formules (6), on peut en concevoir une autre plus gé- 
nérale : celle où l’espace occupé par le milieu serait décom- 
posable en polyèdres égaux et semblablement placés , dans 
lesquels la matière serait distribuée plus ou moins irrégu- 
lièrement; cette distribution étant la même pour tous les 
polyèdres. A ce genre de milieu, que l’on peut appeler pè - 
vio diquement homogène , appartiennent sans doute les corps 
cristallisés. Alors les coefficients A,-, B,-,..., des formules (6) 
ne seraient plus constants , mais devraient être des fonctions 
périodiques. Toutefois , il y a lieu de distinguer, dans les 
milieux cristallisés, les phénomènes d’élasticité où chaque 
molécule intégrante se déplace en totalité, auquel cas 
les A, , B,-,..., sont constants; et ceux où l’agitation envahit 
l’intérieur même des molécules intégrantes , ce qui exige la 
périodicité des coefficients A,, B, ,.... Les phénomènes de la 
première classe se rangent parmi ceux que nous étudierons 
exclusivement. 

Les formules (6), où les coefficients A,, B,-,..., sont 
supposés constants, pouvant être appliquées, dans cer- 
tains cas, aux corps cristallisés, il importe de détruire 
un doute qui résulte de la nature même de ces corps. La 
démonstration des formules (6), fondée sur le principe 
du § A , admet que l’action mutuelle de deux molécules est 
dirigée suivant la ligne qui les joint. Or, lorsqu’un cristal 
se forme dans un liquide, les molécules qui viennent grossir 
le noyau , ne se dirigent pas vers les centres mêmes des mo- 
lécules déjà fixées , mais vers les intervalles qui les séparent ; 
en outre, chemin faisant elles tournent , afin que leurs axes 
de figure s’arrêtent dans certaines positions, et il parait 

3 . 
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difficile, sinon impossible, d’expliquer ces mouvements 
divers par des actions mutuelles uniquement dirigées sur les 
lignes mêmes qui joignent les molécules ; ce qui conduirait 
à penser que les formules (6) ne sont pas applicables aux 
corps cristallisés. 

Mais l’action mutuelle de deux molécules M, M', dé- 
placées, dépend toujours, et nécessairement , des projec- 
tions (u, v, tv) du déplacement de M, et des projections 
(h', v', w') du déplacement de M'; or, que celte action soit 
ou non dirigée suivant MM', on conçoit que ses trois com- 
posantes seront toujours des fonctions de u, v, w, de £, y, <p, 
et de u', v', iv', exprimés parles développements (i); en 
sorte quelles peuvent être considérées, par première ap- 
proximation , comme étant des fonctions linéaires de u, v, w 

. d lu, v, w) , 

et de — Un arrive ainsi a établir que toutes les 

composantes des forces élastiques exercées en M, et parti- 
culièrement les N,, T,-, seront de la forme 



( 7 ) 



_ du _ dv _ dw 

A,, -4- A 0 u -t- B«i’ ■+• C ( «* -t- A — — B — — (- C — 

_ dx dy dz 

_ dv div dw du „ du dv 

+ D t +■ D — -+- E - — HE-j — h F -j — H F — • 
dz dy dx dz dy ^ dx 



Or, toutes les forces élastiques sont milles quand le dépla- 
cement est nul partout, ou quand 11 = 0, v = o, iv = o; 
on doit donc avoir A 00 = o. Si le corps a exécuté un petit 
mouvement de translation quelconque, «, e, iv sont con- 
stants, et comme ce déplacement général u’a fait naître 
aucune force élastique , il faut que A 0 = o , B 0 = o, C 0 =o. 
Enfin , si le corps a exécuté un petit mouvement de rota- 
tion autour de l’axe des x, défini par les valeurs u = o, 
v = ws, iv = — my, w étant constant, ce qui réduit l’ex- 
pression (7) à w (D — D'), comme ce déplacement général 
n’a fait naître aucune force élastique, il faut que D' = D ; de 
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même, on doit avoir E'=E, F' = F, si la rotation s’est 
opérée autour de l’axe des j’, puis autour de l’axe des z. 
On établit ainsi, d’une autre manière, la forme essentielle 
des valeurs (6). . 

Ce nouveau mode de démonstration fait entrevoir la pos- 
sibilité d’aborder les problèmes relatifs à la Mécanique mo- 
léculaire, en laissant indéterminée l’influence réciproque 
des dilférentes espèces de matières; c’est-à-dire sans faire 
intervenir directement des attractions ou des répulsions, 
qui suivent certaines lois hypothétiques. Si l’on parvient 
ainsi à mettre les problèmes en équations, la nature de 
l’influence dont il s’agit, les forces qui la traduisent et leurs 
lois exactes se déduiront comme des conséquences. On re- 
produira de la sorte la marche de l’Astronomie théorique, 
dans laquelle l’attraction universelle , loin d’avoir été prise 
pour point de départ, 11 e s’est au contraire présentée que 
comme une conséquence forcée des lois du mouvement. 

§ 13. — Lorsqu’on regarde comme infini le nombre des 
couples de molécules dont les actions mutuelles composent 
chaque force élastique, les coefficients A, , B, -,...,(6) se pré- 
sentent sous la forme d’intégrales définies triples, dont les 
éléments diffèrent, de l’une à l’autre, par des facteurs tri- 
gonométriques. Les limites des variables çp et dépendent 
de la position de l’élément-plan nj : s’il est perpendiculaire 
aux x , les intégrations en <p et ÿ s’étendent toutes les deux 

de — s’il esl P er P en< li cu laire aux y, ces intégra- 
tions s’étendent de <p = — ^ à = -f- ^ 5 et de<J/ = o àiji = 7t; 
enfin, si l’élément est perpendiculaire aux z, de <p= o à 
y — et de tp — rr à <p — 2 7t. Quant à l’intégration en Ç, 

elle s’étend de £ = o à £ égal au rayon de la sphère d’ac- 
tivité de l’action moléculaire, puisque, au delà, le facteur 
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F (£) est nul ou insensible. Il arrive toujours que cette 
dernière intégration ne peut être qu’indiquée. Dans le cas 
général, celui où F (£) doit être considéré comme variant 
avec la direction de £, la loi de cette variation étant in- 
connue, on ne peut non plus effectuer les intégrations en 
çp et ip, et toutes les intégrales triples qui remplacent les 
coefficients A,, B,-,..., restent inconnues, mais distinctes. 
Si l’on suppose F (£) indépendant de <j> et , pour consi- 
dérer le cas où l’élasticité du milieu est la môme dans toutes 
les directions (§2), alors on peut effectuer les intégrations 
en <p et , et il ne reste plus d’inconnu, dans les coeffi- 
cients A, , B,-,..., qu’un même facteur indiquant l’intégra- 
tion en £. 

Telle est la méthode suivie par Navicr et d’antres géo- 
mètres, pour obtenir les équations générales de l’élasticité 
dans les milieux solides. Mais cette méthode suppose évi- 
demment la continuité de la matière, hypothèse inadmis- 
sible. Poisson croit lever cette difficulté, en remplaçant 
l’intégrale en £ par une somme d’un nombre de termes 
finis et indéterminés 5 mais cette sommation n’étant qu’in- 
diquée, il ne fait, en réalité, que substituer le signe 2 au 
signe J , et cela pour une seule des intégrations, car il ef- 
fectue les deux autres. La méthode que nous avons suivie 
dans la Leçon actuelle, et dont on trouve l’origine dans les 
travaux de M. Cauchy, nous paraît à l’abri de toute objec- 
tion; loin de supposer la continuité de la matière, elle 
laisse dans une sorte d’indétermination le nombre des 
couples moléculaires dont les actions composent la force 
élastique; ce nombre peut être grand ou faible, il peut 
différer d’un milieu solide à un autre, et les résultats ob- 
tenus n’en seront pas moins vrais. 
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QUATRIÈME LEÇON. 

Réduction relative aux corps solides homogènes d'élasticité constante. — Cas 
d’une traction. — Cas d'une torsion. — Expressions réduites des forces 
élastiques. 



§ 16. — La Leçon actuelle a pour objet principal de chercher 
comment se simplifient les valeurs des N,-, T, , quand il s’a- 
git de corps solides homogènes, et d’élasticité constante dans 
toutes les directions. Le second mode de démonstration , 
employé au § 14, conduisant aux mêmes formules que le 
premier qui s'appuie sur le principe des actions mutuelles 
(§ 4), nous regardons le principe dont il s’agit comme suf- 
fisamment vérifié par cette coïncidence , et nous l’adoptons 
sans restriction. Ce principe est surtout utile pour déter- 
miner directement , dans des cas particuliers et sans recou- 
rir aux formules générales, la loi de la force élastique 
exercée sur des plans de même direction dans toute l’éten- 
due du milieu. Voici deux exemples de cette détermination , 
lesquels servent de lemmes pour arriver à la simplification 
que nous avons en vue. 

Considérons un corps sofide , homogène et d’élasticité 
constante, dans lequel la loi du déplacement moléculaire 
soit exprimée par les valeurs 

(a) u = o , v = o , iv = es , 

v étant constant. Toutes les molécules se sont déplacées, 
parallèlement à l'atre vertical des z, de quantités propor- 
tionnelles à leurs distances au plan horizontal des.rj-. C’est 
le cas d’une traction parallèle aux z. La loi du déplacement 
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étant bien définie, cherchons la force élastique exercée sur 
un élément-plan a, perpendiculaire aux X, et qui sépare 
le milieu en deux parties : B du côté de l’origine et du cy- 
lindre infiniment délié qui a u pour base; A du côté op- 
posé. Soient p (fig. 3) une molécule du cylindre, m une mo- 
lécule de A; par /np, et la normale pJN k u, faisons passer 
un plan; dans ce plan, et de l’autre côté de pN, menons 

pm' faisant l’angle N p;«' = Np/« ; enfin prenons pm' = pm. 
D’après le genre d’homogénéité que l’on suppose , s’il existe 
un point matériel en m, il en existera un en ni. 

Imprimons au corps une translation descendante, qui 
ramène p à sa position primitive, ce qui ne modifie en rien 
les forces élastiques; le déplacement ascendant de m sur- 
passant autant celui de p , que ce dernier surpasse celui 
de rn', la translation imprimée laissera m déplacé de mn , 
et m' de rn' n' égal à mn, mais de sens contraire. Les dis- 
tances pm, pm' (£) sont égales; les projections (A£) de 
mn et de ml ni sur ces lignes perspectives sont pareillement 
égales; donc les déplacements, relatifs à p, des deux points 
matériels m et ni, auxquels on suppose la même masse , _ 

produiront sur p deux attractions égales , dirigées , l’une 
sur pm , l’autre sur pm', dont la résultante sera elle-même 
dirigée sur la normale ou bissectrice pN. Il en sera de même 
pour tous les couples que l’on devra considérer. Donc la 
résultante totale, ou la force élastique cherchée, sera nor- 
male à l’ élément-plan n. Ainsi, lorsque la loi du déplace- 
ment sera donnée par les valeurs («), et qu’il s’agira d’un 
solide homogène et d’élasticité constante, des trois compo- 
santes N,, Tj, T s (§ 8) de la force élastique exercée sur 
un élément-plan perpendiculaire aux S:, la première exis- 
tera seule, les deux autres T s , T,, seront nécessairement 
milles. 



Digitized by Google 



suit l'élasticité. 4 1 • 

§ 17. — Considérons le même milieu, dans lequel la loi 
du déplacement moléculaire est actuellement exprimée par 
les valeurs 



(b) u = — w /z , » = «< = 0 , 

w étant constat. Chaque molécule s'est déplacée parallè- 
lement au plan horizontal des xy, et a décrit, autour de 
l’axe vertical des z , un petit arc de cercle proportionnel : 
t° à sa distance à l’axedes z\ 2 0 à sa hauteur au-dessus du 
plan des xy. C’est le cas d’une torsion autour de l’axe des z. 
La noffvelle loi du déplacement étant bien définie, cher- 
chons la force élastique exercée sur un élément-plan gt , 
perpendiculaire aux x, en un point du plan méridien 
des zx. Soient: p (Jig. 4) une molécule du cylindre; m 
fct m'deux points symétriques par rapporta la normale Bp A, 
et pris dans le plan méridien; m est la projection de deux 
points matériels M , M, , symétriquement placés , le premier 
en avant, le second en arrière du méridien; m! est la pro- 
jection de deux autres points M', M', , symétriques de M, M, , 
par rapport à l’horizon de p. Car, d’après le genre d’homo- 
généité que l’on suppose, s’il existe des points matériels 
en M , M, , il en doit exister en M', M', . 

Si l’on imprime à tout le corps une rotation autour de 
l’axe des z, qui ramène p à sa position primitive, ce qui 
n’altère pas les forces élastiques , les déplacements, relatifs 
à p,dc M , M, , M', M', , seront des arcs de cercle égaux ; mais 
ceux de M , M, iront de l’arrière vers l’avant du méridien ; 
ceux de M', M',, de l’avant vers l’arrière; d’où résulte que 
M et M', se sont éloignés de p, tandis que !\I, et M' s’en 
sont rapprochés. Les distances pM, pM,, pM', pM' sont 
égales ; les projections des déplacements sur ces lignes le 
sont aussi ; donc les quatre actions exercées sur p ont des 
intensités égales; mais deux sont attractives, suivant pM et 
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j/M^ , qui se composent sur la bissectrice ou normale p A; 
deux sont répulsives, suivant M,p et M'p, qui se compo r 
sent sur la bissectrice ou normale pB ; les deux résultantes, 
contraires et ayant des intensités égales, se détruisent. 11 
en sera de même pour tous les groupes que l’on doit consi- 
dérer. Donc la résultante totale, ou la force élastique cher- 
chée, est nulle. Ainsi , lorsque la loi du déplacement sera 
donnée par les valeurs (b), et qu’il s’agira' d’un solide 
homogène et d’élasticité constante, les trois composantes 
N,, T s , T» de la force élastique exercée en un point du 
méridien xz, sur un plan perpendiculaire aux X, seront 
nulles toutes trois. * 

11 importe de remarquer que , dans les mêmes circon- 
stances, la force élastique exercée, au même point, sur un 
plan horizontal ou perpendiculaire aux z , est parallèle 
aux y , conséquemment tangentielle ; c’est-à-dire que des 
trois composantes T s , T,, N s (§ 8) de cette force élastique, 
T, seule existe, les deux - autres sont nulles. En eflet, p 
( fi g. 5) appartenant au cylindre de base o, et m étant, 
comme ci-dessus, la projection des deux points symétriques 
M, M,, des deux actions, égales en intensité, et dirigées sui- 
vant pM et M,p, la première est attractive, la seconde ré- 
pulsive ; leur résultante est donc horizontale et perpendicu- 
laire au méridien. Il en est de même pour tous les groupes 
que l’on doit considérer. Donc la résultante totale, ou la 
force élastique cherchée, est perpendiculaire au plan mé- 
ridien ; c’est-à-dire que non-seulement T, = o, comme cela 
résulte de l’alinéa précédent, mais aussi N 3 = o, au point 
désigné. 

Les lois simples que nous venons de trouver appar- 
tiennent aux phénomènes de la traction et de la torsion, 
quand le milieu solide présente, par rapport à la ligne de 
traction et par rapport à deux plans, desquels l’un est per- 
pendiculaire à cette ligne et l’autre lui est parallèle, les 
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dispositions moléculaires symétriques que nous avons sup- 
posées. Maisj si le solide qui satisfait à ces conditions parti- 
culières de symétrie est tiré dans une direction dilférente, 
ou tordu autour d’un autre axe, peut-il arriver que les 
mêmes lois simples se reproduisent ? La réponse affirma- 
tive à cette question est une des conséquences les plus 
remarquables de la théorie mathématique de l’élasticité 
des solides, et en même temps la définition la plus claire 
et la plus naturelle des corps solides homogènes et d’é- 
lasticité constante. Pour obtenir cette importante réponse, 
il faut essentiellement avoir recours à la transformation 
des coordonnées. Si les formules que nous allons établir 
sont longues à écrire, plutôt qu’à démontrer, il faut consi- 
dérer qu’elles contiennent la réponse attendue, qu’elles 
servent de letnnies à la simplification cherchée, et qu’elles 
nous seront très-utiles dans la suite du Cours. On pensera 
que tous ces avantages compensent l’aridité de quelques 
pages de calculs. 

§ 18 . — Soient, en conservant la même origine, 
(x', y', z') de nouvelles coordonnées rectangulaires du 
point M; désignons, comme l’indique le tableau, 





X 


y 


z 


X 


ni, 


m. 


"h 


(') y 


«1 


n. 




Z ; 


P> 


P* 


P* 




u’ 




(V r 



par ( m , , 11,', />, ) les cosinus des angles que les nouveaux 



Formulé» de 
transformation . 
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axes font avec les anciens, par ( u', v', w') les nouvelles 
projections du déplacement de M. On sait que les neuf 
cosinus (m, , n, , p,) sont liés entre eux par les six rela- 
tions 

I m] 4 n] + p\ = i, 

m\ + p\ = i, 

m l 4- «1 -hp\ = i, 

m j iMj -t- «, 4- = o , 

m, ni, 4- n,n, 4- p,p, — o , 

«i '«J -+- «( >h 4 p,p 3 = O , 
ou 

/«J 4- m\ 4- w/J = i , 

«î 4- 4- «J = », 

P\ + P\+P\ =•» 
n, p, 4- n, p , 4- «j Pj = o , 
p,"‘ i 4 = o , 

/«,«, 4- /h,m, 4- 1 ) 1 , 11 , = o. 

Le tableau ( 1 ) conduit facilement, par la méthode des 
projections , aux formules 

! x — m,x' 4 - m,y’ 4 - m,z', 
y = n,x' 4 n, y* 4 n,z' , 

* 2 — p, x 4 p,y "t - p j 2 7 

«' = /«, « 4 «iV 4 
e' = /w a M 4 «a v 4 p-, iv , 
iv' — m, u 4 n, v 4— p, iv , 
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qui donnent (x , y, z) en ( x ', y', z’) et («', p', w') en 

,y, *') 

en fonction des anciennes, en différentiant («', v\ iv') 
comme des fonctions ( 5 ) de («, y, w) , qui sont fonctions 
de (a:, y , a) , qui sont fonctions (4) de ( x j-', 2') 5 ce 
qui donne d’abord les formules symboliques 



(«, v, w). On obtient les nouvelles dérivées y.-j 



d (x' 



du! ,, , . ! ni, n, p,\ 

M = {m ' Ju + n ' llv + P ' dw )\d- X + Ty + dz j ’ 

^ 4- »,* 4- ) (g + J + g) * 

g = [m t du 4- 1 ** 4 -/», <*r) (g + % + fi) ’ 

(6) ( 4- (m 3 rfu 4- n 3 dv 4- /hdtv) 4- ^ 4- » 

du! du! . , , . //n, " i P<\ 

, 7 ? + ïh>= d “ + n >* + P ^ ] [dï + ^ + dz) 

4 - (/n, </« 4- n,dv 4- p, dw) + ^ + fi)’ 

- 4- ^ = (»,* + *,*+**-) 4- - 4- 

4- (m,du 4- p 2 dw) (^ + ^ + g)* 

Développant, puis ordonnant les seconds membres, on a 
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définitivement 

du' 

TP ~ Tx 



du , dv , dw [ 

-+ n 'd; +p '-rz+ n ' p '\ 



dv di\’\ 
dz~^~ djr J 



[ dtv du 

+ [tp + t 



\ [du dv \ 

)+ m ' n ' \Ty + Tx J’ 



dv' 

dr' 



du 

dx 



dv 

dy 



dtv 



dv dw\ 



, [ dv . 

+ \dz+Ty) 



[dtv du\ [du dv\ 

+ ?' m ' {dï + dï) + m '"' \dP + dï) 



dtv' 

Hz' 



du 



dz t 
dv 



dw ( dv dw\ 

m > Tx + n ‘>& + * + " J * U + «y) 



4 - P>m, ^ 



dtv du\ (du dv\ 

T + di) + m ’ ni \dÿ + ~dx)' 



dv' dw' du . . [ dv du A 

2 „, iW3 _ + („ 2Pi + „ iPt ) \j z + Ty } 



d'd dy' 



(7) 



dtd dtd 
dx ' dz' 



dv (dw du\ 

+ 2 Ty + (/>s +P ’ nh) {dP + Tz j 

dw ( du dv\ 

4 - 2 p?p 3 -- 4- ('«1*3 4 - iw 3 "î) I ^ 4 - ^ I > 

du ( dv dw\ 

= Jmi m,- 4 -( V i 4 -V.) 

. / dw du\ 

K* + s) 



rfp / 

4 - 2 «,«| ^ 4 * (flM, 4 - 

dw , , / du de \ 

+ W, -+ {m,n, 4 - »,!.,) 



dit' dv' 

- + - = W 



4- 2», 



du . / di> dw\ 

S 4 - («,/>, 4 - 4 - 



dv , . / dw du\ 

.,^ + (^, 4 -^,)^ + ^) 

dw , , / du dp 

4 - 2 /'./'’ + + ^ 
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Rappelons que les iN,, T, du tableau (8) donnent les com- 
posantes des forces élastiques exercées en M sur les plans 
perpendiculaires aux anciens axes. LesV, , T' dutableau (g) 
donneront, de la même manière, 





X 


y 


* 




x f 


y 


t 


X 


N, 


T, 


T, 


a f 


K 


t; 


T', 


( 8 ) y 


Tj 


N, 


T, 


(9) y 


T', 


K 


T', 


Z 


T, 


T, 


N, 


z 


T', 


T, 


K 



les composantes, suivant les nouveaux axes , des trois forces 
élastiques exercées, au môme point M, sur les plan3 per- 
pendiculaires aux x ' , y', z' . Désignons par X' i5 Y'- , Z' les 
composantes de ces trois dernières forces élastiques, suivant 
les anciens axes; la méthode des projections à l’aide du ta- 
bleau (9) et les formules générales (8) du § 9 , seconde 
Leçon , conduisent facilement aux trois groupes de rela- 
tions : 

I Xj = m, 3N', 4- ra,ï 3 -4- = m, N, -t- n,T, -t- p,T,, 

Y , — n, Pi ( - 4 - /ijT'j -f- n, T , — w,T, 4- n,N, 4- /?,T, , 

Z', = p,] N', 4- /> 3 T, 4- /z,T', = m, T, -t- », T, 4-/>,N,, 

I X', = 111 , T', -+-/», N', 4- /n,T', = »i 2 N, 4- »,Tj 4- p? T„ 

Y , = n, T", 4- N , 4- «,r, = ni 2 T 3 4- »iN, 4- p,T , , 

Z', = p, Y, 4- /'jN, 4- Pi T', = 4- »jT, 4 - /<jNj , 

l X, — 4- ni-, T*, 4- wi 3 N, = w 3 N, 4 - «,1, 4- p-> T,, 

| Yj = /îiT*, 4- WjT , 1 4- «jN, = /» 3 Tj 4- «sN, 4- />jT|, 

( Z', = PiT', 4-pîT , 1 -(-/'jîN, = »/jT 3 -4- »jT, 4-P3N3, 

d’où il est facile de conclure les valeurs des N’ ,T , en fonc- 
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lion (les N, , T,, par l’addition des trois équations de chaque 
groupe, respectivement multipliées par (/«,-, tj, , p,) , où 
l’indice «est successivement 1,2,3; ayant égard aux rela- 
tions (2), on trouve 



('«>) 



N', = m] N, 4 - n\ N, + p\ N, 4 - 7.n, p, T, 

-+- 2 p,m,T, 4 - 2 /n,n,T 3 , 

N', = m\ N, 4 - «’N, 4 - an, p, T, 

4 - 2 />,m,T, 4 - 2 /n,/!,T 3 , 

N', = OT ÎN, 4-nJN,4-/>ÎNj4- 2 n 3 p 3 T, 

4- 2/> 3 ot,T, 4- 2/h 3 b 3 T 3 ; 

T', = /w,/n 3 N, 4 -b 3 « 3 N 3 + p 3 p 3 N 3 4- {u,p 3 4- b 3 Pj)T, 
4-(p 3 m 3 4-/> 3 OT 3 ) T, 4- (« 3 b 3 4- m 3 «i)T 3 , 
T 1 , = Wj/niN, 4-/? 3 niN, 4-p 3 />.N 3 4- ( n 3 p, 4- «, p 3 )T, 
4- (/«j»». 4 -p,«« 3 )T, 4- (m 3 n, 4 - m,n 3 ) T 3 , 
T", = m.mjN, 4-«,n 3 N, 4-p.p 3 N 3 4- («. Pi 4- «)/»,) T, 
4 - (p l rn,+p t m l )1, 4 - (»». n, 4 - m,n,) T 3 , 



ce qui complète le faisceau des formules qui nous étaient 
nécessaires. 

Les trois premières équations (y) donnent, par leur ad- 
dition, et en ayant égard aux relations ( 3 ), 



(12) 



du' dv' dw' du dv div 

dx 1 dy' dz' dx dy dz 



c’est-à-dire que la dilatation cubique 0 (§ 12 ) peut s’expri- 
mer par la somme des trois dilatations linéaires prises pa- 
rallèlement aux nouveaux axes; ce qui résultait d’ailleurs 
de l’indifl’éçence des premiers axes. Les trois premières équa- 
tions (11) donnent, de la même manière, 



(i 3 ) N', 4- N', 4-N', =N,4-N 3 4-N,, 



théorème dont l’énoncé est facile. L’élimination des neuf 
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cosinus (ni , , //, ,/>,), entre les douze équations (3) el (i i ) , 
doit conduire à trois relations symétriques entre les N'. , T' 
et les N,, T,; l’équation (t3) est une de ces relations : pour 
obtenir les deux autres, il faudrait entreprendre un calcul, 
assez compliqué ; maisces relations découlent naturellement, 
et d’une manière très-simple, de la discussion qui fera l’ob- 
jet de la Leçon suivante. 



§19. — Procédons maintenant à la simplification des N,, T,, 
§ 1 3, formules (6) , dans le cas d’un corps solide homogène, 
etd’élasticitéconstante.S’ils’agitder'!, , composante normale 
de la force élastique exercée sur l’élément-plan u perpen- 
diculaire à l’axe des .r, la projection «, normale à tj, joue 
un rôle distinct, les projections tangentielles e, iv, joücnt 

des rôles identiques ; d’où il suit que aura un coefficient A, 



distinct de B, coefficient de ~ et de que le binôme 



dz 

( -r -4- I aura un coefficient I), distinct de E, coefficient 
\dz dy ] 

commun des binômes (y- -h -7^ et ( -7- -t- ~ V Comme 
\ <lx dz ) \ dy dx J 

des changements dans la dénomination des axes transforme- 
raient N, en en N s , sans que les coeflicients puissent 
changer, dans le genre d’homogénéité supposé, on aura né- 
cessairement pour N,, pour iVj , les mêmes coefficients A , 
B, D , E; en observant que , pour IN, c’est e qui est la pro- 
jection normale, pour IVj c’est «\ S il s’agit de T, , lequel 
est à la fois composante des deux forces élastiques exercées 
sur les plans perpendiculaires aux y et aux z , il arrive en- 
core que \> et te jouent le même rôle, « un rôle distinct, et 
les mêmes motifs limitent à quatre (A. , D!>, A, £) les coeffi- 
cients des T,. Ce qui donne en tout huit coefficients, distri- 
bués comme l’indique le tableau : 

4 



Réduction des 
N/, Tj-, dans le 
cas de l’élas 
liclté constante 
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Mais, si la loi du déplacement est exprimée par les va- 
leurs (a), § 16, on doit avoir 



T, — o , T, — o; 
le tableau (i4) donne alors 

T 3 =A,e, T, = DU; 

il faut donc cpic JL = o , itb = o. Si la loi du déplacement est 
exprimée par les valeurs (b), § 17 , pour y = o, on doit 
avoir 

N,=o, T, = o, T : = o, N., = o; 
le tableau (i4) donne alors 

N,=])M.r, T 3 = T-=ü«x, Ni= Eux; 
il faut donc que 

D = o , E = o , C ■= o. 

Ainsi les N, , T,, dans lé cas actuel , ne contiennent que trois 
coefficients; posant 11 = ^, A = X-f- 2 p, et remplaçant 

'lîÿ P ar ^ eu,s valeurs sont 
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« 

Avec T homogène i lé cl la constance d'élasticité supposées, 
si l’on change d'axes coordonnés, on doit retrouver les 
mêmes formes et les mêmes coefficients pour les K'- , T' ; par 
exemple, on doit avoir 

(16) N, = X8 -+- 



Or, en calculant N' par la première équation (i t) , àYaide 
des N, , T,- (t5), on trouve 



K'. =>©-+-• 



, du , dv 

m 'T x + n ' 



1 A 



( du dw\ 
l n ' P ' \dz + Yy) 



dy 



, d*A 

‘•'Yz) 



dw 


h—) 


dx 


dz ) 



(du 



et le coefficient de 2p. est égal à — diminué du coefficient 

de 2 A, d’après la première équation ( 7 ); donc, pour que 
cette valeur se réduise à ( 16 ), il faut cjue A = p. Le 
calcul des autres N'., T' conduit au même résultat. 



§ 20. — Par cette méthode de réduction, on obtient 
définitivement, pour les N ; , T,, dans le cas des corps 
solides homogènes et d’élasticité constante , les valeurs 




contenant deux coefficients, 1, p. Quand on emploie la 
méthode indiquée à la fin de la troisième Leçon, on trouve 
= p, et il ne reste plus qu’un seul coefficient. Nous ne sau- 
rions admettre cette relation, qui s’appuie nécessairement 
sur l’hypothèse de la continuité delà matière dans les mi- 
lieux solides. Les résultats des expériences de M. Wcrtheim 

■ 4 - 

S*" 



Formules parti- 
culières des 
Ni. T,, 
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font bien voir que le rapport de X à p n’est pas l’unité, 
mais ne semblent pas assigner à ce rapport une autre va- 
leur fixe et bien certaine. .Nous conserverons donc les 
deux coefficients X et p, en laissant leur rapport indéter- 
miné. 

La réponse à la question du § 17 est actuellement facile. 
Les lois trouvées pour les phénomènes de la traction et de la 
torsion quand le corps présente, par rapport aux anciens 
axes coordonnés, les dispositions moléculaires symétriques , 
définies aux §§ 16 et 17, exigent que les N,-, T, aient la 
forme (i5 ) ; or, si A = p, les N,- , T, auront la forme ( 17 ) , 
et les JN'. , T' , relatifs à d’autres axes quelconques, auront 
encore et nécessairement cette même forme ( 17 ) avec les 
mêmes coefficients ; ces N’ , T' reproduiront donc , pour 
la traction et la torsion , identiquement les mêmes lois que 
les N, , T,. C’est-à-dire, par exemple , qu’il sera indifférent 
de tirer le corps parallèlement aux z ou parallèlement 
aux.z'; de le tordre autour de l’axe des z ou autour de l’axe 
des z 1 . Cette indifférence est certainement la définition la 
plus claire et la plus naturelle de la constance de l’élasticité. 
Pour qu’elle ait lieu , il faut et il suffit que A = p dans lès 
formules (i5) , ou que les N, , T, aient la forme (17 ). 
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CINQUIÈME LEÇON. 

Oc l'ellipsoulc claslieitc. — Forces élastiques principales. — Plans solli- 
cités par les forces élastiques. — Cas particuliers. 



§21 . — Les valeurs des N,, T,, élaul maintenant con- 
nues en fonction des dérivées “ K il faudra substituer 

d [x,y,z) 

ces valeurs dans les six formules principales de notre se- 
conde Leçon ; on aura ainsi les équations générales de l’é- 
lasticité : les trois équations aux diilérences partielles (4), 
§ 8, devenues du second ordre par rappoft aux fonctions 
(u,e,tv), exprimeront les lois qui régissent ces fonctions 
dans toute l’étendue du milieu solide; les équations (8), 
§ 9, devenues aux différences partielles du premier ordre, 
fourniront les conditions auxquelles sont assujetties les 
fonctions (u,e, w) à la surface du corps. Mais avant d’ef- 
fectuer cette substitution; il importe de revenir sur les 
équations (8) du § 9. Ces équations, que nous avons dé- 
duites de l’équilibre d’un élément tétraédrique, remplis- 
sent un double rôle : ellus fournissent les équations à la 
surface, comme on vient de le voir, mais en outre elles in- 
diquent de quelle manière varient les forces élastiques , en 
un môme point du milieu. C’est cette dernière propriété, 
déjà résumée au §9, que nous allons considérer seule, 
pour la développer et la présenter sous une forme com- 
mode dans les applications. 

Il paraîtra que ces développements eussent été mieux 
placés après la seconde Leçon , qu’il eût été convenable de 
rapprocher, de réunir ainsi toutes les propriétés relatives 
aux forces intérieures , dont l'énoncé passe complètement 
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sous silence les déplacements moléculaires. Or, c'est ce si- 
lence même qui nous a fait rejeter ici les développements 
dont il s’agit. Il est sans doute très-remarquable que l’on 
puisse donner une théorie presque complète des forces qui 
existent dans l’intérieur des milieux, tant liquides que so- 
lides, sans parler de la déformation de ces milieux , en sup- 
posant même l'invariabilité des distances moléculaires. 
Mais comme , en définitive , cette déformation existe, qu’elle 
peut seule expliquer l’existence des forces intérieures, et 
leurs variations , l’abstraction de l’invariabilité des distances 
est inadmissible, absurde et féconde en erreurs. Poisson a 
donc fait une chose utile en introduisant la considération 
du changement de la densité du liquide, dans la théorie 
mathématique de la capillarité. Et nous croyons utile aussi 
d’étudier simultanément , et en quelque sorte de front, les 
propriétés des forces élastiques et celles des déplacements 
moléculaires, afin que leur dépendance nécessaire soit 
constamment en vue. 

Imaginons, par le point M, trois axes rectangulaires, pa- 
rallèles aux (oc, y, z). Désignons par (x,,j„ z ,) les coor- 
données, par rapporta ces axes, de l’extrémité d’une ligne 
partant de M, et qui représente, en grandeur et en direc- 
tion , la force élastique exercée sur l’élément-plan ct, dont 
la normale fait avec les (x,j, m z) des angles ayaut pour 
cosinus (ni, n,p). I-es formules ( 8 ) , § 9, donnent évi- 
demment 

( ni N, -+- /iTj -h p T, = x, , 

(i) < »i Tj -+- «N, +pT,=y ( , 

[ wT,+/iT, -H pT, z i . 

Désignons encore- par (x\,j\, z\ ) les coordonnées de la 
même extrémité, rapportée à trois axes obliques, suivant 
les trois forces élastiques qui s’exercent sur les éléments- 
plans perpendiculaires aux (x, y, z) , forces que nous re- 
présenterons par (F, , l’t , Fj ) , et dont les composantes sont 
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respectivement (N,, T,, T,), (T S ,N,,T,), (T*, T,, N,). 
Les nouveaux axes obliques font avec les premiers, qui 
sont rectangulaires, des angles dont les cosinus ont les va- 
leurs assignées par le tableau 



X, 


y> 


St 


N, 


T, 


Ta 


F, 


¥ 


F, 


T, 


N, 


T, 


F, 


Fa 


F, 


T, 


T, 


Na 


Fa 


F, 


Fa 



ce qui conduit immédiatement aux formules de transfor- 
mation 



(3) 



/ N, , 
l F,*- 



Ta , , T, , 
Na 



F,*' + F,- r ‘ + F/ 



T, 



T, 



N, 






y 

= 2 . • 



La comparaison des deux groupes (i) et (3) fait voir 
que 



(4) 




Car, si l’on résolvait les équations (i) par rapport à (»t, 

( x' r Z 

•p 1 1 -|r ) -p 1 

drait évidemment les mêmes valeurs, puisque les deux 
groupes du premier degré ont les mêmes coefficients. Or on 
a nécessairement ni 1 -+- tî -h p i = i; les relations (4) don- 



on oblien- 
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c’est-à-ilire que le lieu géométrique des extrémités des lignes 
qui représentent, en grandeur et en direction, les forces 
élastiques s’exerçant sur tous les éléments-plans , menés par 
un même point du milieu, est .un ellipsoïde; et les forces 
élastiques qui correspondent à trois éléments-plans rectan- 
gulaires donnent trois diamètres conjugués de celte sur- 
face, que nous appellerons ellipsoïde d’élasticité. 



§ 22. Parmi les systèmes de diamètres conjugués, tous 
propres à déterminer l’ellipsoïde d’élasticité, il en existe 
un, et un seul, où les diamètres sont rectangulaires, celui 
des axes de cette surface du second ordre. Supposons que 
les plans coordonnés primitifs aient été fortuitement dispo- 
sés, de. telle sorte que l’ellipsoïde (5) se trouve rapporté à 
ses axes; les (x\ , y\ , z\) seront rectangulaires, ainsi que 
les (.r, ,y t , , et les cosinus du tableau (a) devront vé- 
rifier, entre autres et simultanément, les deux groupes de 
relations 




Digitized by Google 




suk l’élasticité. 5 7 

J 

qui donncul, par 1 élimination des IN, , 




Les F, , F, , F, sont actuellement les axes de l’ellipsoïde ; 
nous les supposerons inégaux, et ainsi rangés par ordre dé- 
croissant de grandeur 5 dans ce cas général , le seul que nous 
considérerons laissant de côté la discussion des cas parti- 
culiers, la première des équations ( 8 ) exige que T 3 = o, 
T* — o , et les deux autres , que T, = o. Alors les relations 
( 7 ) donnent 



N, = F, , N a = F,, N, = F,, 



et les équations (3) se réduisent à 

(9)' ■*'.=*.» /,=/.. = =. ; 

c’est-à-dire que les axes de l'ellipsoïde se confondent avec 
les normales aux éléments-plans sur lesquels s’exercent les 
forces élastiques représentées par ces axes mêmes. Ainsi, en 
tout point du milieu solide, il existe trois éléments-plans, 
rectangulaires entre eux, qui sont sollicités par des forces 
élastiques normales. Ces plans sont les sections principales 
de l’ellipsoïde d’élasticité. Les trois forces élastiques nor- 
males, que nous appellerons forces élastiques principales , 
sont représentées , en grandeur et en direction , par les axes 
de cet ellipsoïde. Il s’agit maintenant de déterminer, en 
chaque point du milieu, les grandeurs des forces élastiques 
principales, et les positions des éléments -plans qu’elles 
sollicitent. 

Soit A la grandeur inconnue d’une force élastique nor- 
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male, s’exerçant en M; soient (/«, n , />) les cosinus des 
angles que sa direction, pareillement inconnue, fait avec 
les (x, j, z). Les formules (8), § 9, donneront, en y rem- 
plaçant X par m A , Y par n A , Z par j> A : 

| m (N, — A) -h «T, pTj = o , 

{ i o ) | /h T, -+- n (N, — A) -+-/>T, = o, 

( m T- ■+• «T, -f- p (N, — A) = o ; 

on doit avoir, d’ailleurs, m* ■+■ n 3 -h /j* = î : ce qui com- 
plète les quatre équations nécessaires pour déterminer les 

inconnues (A, /n, «, p). L’élimination des rapports -» 

-» entre les équations (io), conduit à l’ équation finale 

. . 1 (N, — A) (N, — A) (N : , — A) aT.TjT, — (N, — A) T| 

'"M — (N, — A)T; — (N, — A)Tj = o, 

ou , en développant et changeant les signes , 

I A 3 — (N, 4- N, N,) A' 

( 12 ) ] -+- (N, N, NjN, -t- N, N, — T| — Tï — T,) A- 

I — (N, Nj N, -H 2 T, T, T,- — N, T’ — N, T’ — N 3 t;) = o. 

Cette équation du troisième degré donnera non-seulement 
les axes de l’ellipsoïde d’élasticité, mais en même temps les 
grandeurs et les signes des trois forces élastiques princi- 
pales : le signe -4- indiquant une traction, le signe — une 
pression . 

Les trois racines de l’équation ( 12 ) étant représentées 
par (A , 15, C) , on aura , par des formules connues , 

/ A -f ' B C — N| - 4 - N, -4- 

(13) bc-hca+ab=n ! n j +n 3 n,+n,n,— t; — t 3 — tj, 
( ABC = N, K 1 N 3 -t- 2 T,T,T, — N, TJ — N 2 T; — N 3 T|. 

Comine les axes de l'ellipsoïde d’élasticité doivent rester les 
mêmes , quand on emploie les N' , T' , au lieu de N/, T, , 
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ou doit avoir identiquement : 

I N’, H- N', -+- N, = N, 4- N, 4- N,, 

?i', N', 4- Nj N', 4- N', N', - r.» - TV - T’,’ 

= N,N a 4- N, N, 4- N, N, -T| - 1 \ - TJ , 

n', n', n'j 4- 2 r, r, r, - v, r, » - n', iv - K r.» 

= N, N, N, 4- 2 T, T, T, - N, Tî - N, TJ — N, TJ ; 

et ce sont là les trois relations symétriques que l’on obtient 
effectivement quand ou élimine les neuf cosinus (///, , n , , />,) 
entre les douze équations (3) et(i i) du § 18. On doit re- 
garder cette coïncidence comme une vérification. 

Soit maintenant A une des racines de l’équation ( 12 ) ; A 
sera, en grandeur et en signe, l’une des forces élastiques 
principales au point M. Pour trouver la direction, ou, ce 
qui revient au même, la position du plan qu elle sollicite, 
il faut avoir recours aux équations (to), qui donnent faci- 
lement 

l = m (AT, 4 -T 3 T 3 — N, T,} 
T]lj#i + r,Ti » 4- i 1 Tj/> ) — n (AT, 4~ T, T, — N, T,) 

( = p (AT, 4- T, T, — N, T,) ; 

d’où l’on conclut l’équation suivante : 

x' — x _ y' — y 

AT, 4- T, T, — H, T, AT, 4 - T, T, — N, T, 

z r Z 

+ AT,+T 1 T ; -.\.T. = ° 

pour représenter le plan cherché ; ( < r / , z') étant ici les 

coordonnées d’un point quelconque du plan, (.r,)', z) les 
coordonnées appartenant au point 31 , et dont A et les N,, T, 
sont des fonctions. 

§ 23. I.es grandeurs, les signes et les directions des forces 
élastiques principales au point M , étant supposées connues , 
transportons l'origine en ce point , et prenons pour axes 
coordonnés les axes mêmes de b ellipsoïde d’élasticité. 




Plana sollicité* 
par les forces 
élastiques. 
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L'équation do oel ellipsoïde sera 




Les forces élastiques exercées sur les plans coordonnés étant 
actuellement normales , on aura 

N, “ A , N, = B , Nj = C , I , = T, = T, = o , 

et les équations (1) donneront 



(• 7 ) 




3_ 

B 




pour les cosinus (///, n, p) des angles que fait, avec les 
axes nouveaux, la normale à l’éléincnt-plan tj, sur lequel 
s’exerce la force élastique représentée, en grandeur et en 
direction, par le demi-diamètre D, dont l’extrémité a pour 
coordonnées ( , y , , z, ) . D'après ces valeurs ( t 7 ) , le plan cr 
aura pour équation 



(» 8 ) 



T + "F ^ "c ~ 0 ’ 



c’est-à-dire qu’il sera parallèle au plan tangent à la surface, 
dont l’équation est 



(• 9 ) 



x* y z 1 

A + B + C = * K ’’ 



au point où le diamètre D, vient la rencontrer, K ! étant 
une quantité positive quelconque. 

Lorsque les trois racines de l’équation (12) sont de même 
signe, c’est-à-dire quand elles représentent ou trois trac- 
tions, ou trois pressions, la surface (19) est un ellipsoïde, 
concentrique à celui d’élasticité (16) , ayant les axes dirigés 
de la même manière, mais de grandeurs proportionnelles 
aux racines carrées des forces élastiques principales; alors 
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tout demi-diamètre D, représente une force élastique de 
meme espèce que les forces élastiques principales, c'est-à- 
dire ou une traction, ou une pression oblique. Lorsque les 
racines de l'équation (12) ont des signes différents , c’est- 
à-dire quand elles représentent ou deux tractions et une 
pression ,*ou deux pressions et une traction , la surface (19) 
est l’ensemble de deux hyperboloïdes , l’un à une nappe, 
l’autre à deux nappes , ayant un même cône asymptotique, 
dont l’équation est 



(20) 




alors, si le demi-diamètre I), rencontre l’hyperboloïde à 
une nappe, il représente une force élastique de l’espèce qui 
est double parmi les forces élastiques principales; s’il ren- 
contre l’hyperboloïde à deux nappes, il représente une force 
élastique de l’espèce unique. Le passage de l’une à l’autre 
des deux espèces se fait sur le cône (20); tout demi-dia- 
mètre D,, couché sur cette surface conique , représente une 
force élastique tangentielle, laquelle s’exerce sur le plan 
tangent au cône, suivant l'arête D,. On peut appeler le 
cône (20) , cône des forces élastiques tangenliel/es, ou plus 
simplement cône de glissement . 



§ 21. Lorsque le dernier terme de l'équation (12) est 
nul ,' il existe en M un élément-plan sur lequel ne s’exerce 
aucune force élastique, et l’égalité des composantes nor- 
males réciproques, § 9, indique de suite que ce plan con- 
tiendra toutes les forces élastiques. Si on le prend pour 
celui des x, )', par rapport à l’origine M, en dirigeant les 
axes des (x, y) suivant les deux forces élastiques princi- 
pales A , 15 , qui resten l lorsque C = o ; si , de plus , on dé- 
* signe par y l’inclinaison de l’éiéin£nt-plan ra, sur -lequel 
s’exerce la forcé élastique représentée par la droite f), 
partant de M, et dont l’extrémité a pour coordonnées 



Cas ou l’une des 
forces 

élastiques pria 
ripales 
est nulle. 
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Si=o 

m — « = ^> = cos 7 ; 



on aura, par la relation nécessaire ni 1 + «’ + // = 1, 



(21) 




sin 1 •/ , 



et le plan ct aura pour équation 



x, x 
~A~ 



: r,y 



-I- z cos 7 = 



o. 



D’après ces relations, les forces élastiques exercées sur tous 
les plans de même inclinaison y sont les demi-diamètres 
d’une ellipse, ayant ses axes proportionnels à sin y, et 
respectivement à A, B. Le plan gj, d inclinaison y, sur 
lequel s’exerce la force élastique représentée par un demi- 
diamètre D, de cette ellipse, a sa trace parallèle à la tan- 
gente à la courbe dont l’équation est 



(22) 




au point où ce demi-diamètre la rencontre. L’équation (22) 
représente une ellipse, si A et B sont de même signe; deux 
hyperboles conjuguées, si A et B sont de signes contraires. 



Dans ce second cas, si D, a pour équation j = dzx 




B 

Â’ 



il représente une force élastique tangentielle, s’exerçant sur 
le plan, d’inclinaison y, dont cette droite D, est la trace. 
Aux diverses inclinaisons correspondent autant d’ellipses 



semblables (21) ; pour la plus grande, y = '-■> et u est per- # 

pendiculaire au plan des forces élastiques. Toutes ces con- 
séquences se déduiraient . d’ailleurs, delà considération des 
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plaques elliptiques et hyperboliques, auxquelles se rédui- 
sent les surfaces (16) et (19), quand C = o, en interprétant 
convenablement l’indétermination apparente des plans tan- 
gents, aux bords infiniment courbes de ces plaques. 

§ 25 . Le cas où C = o, B = o , et où A existe seul , 
n'ollre aucune difficulté; .le théorème du § 9 , sur l'éga- 
lité dos composantes normales réciproques, suffit pour le 
résoudre complètement. D’après ce théorème, dans le cas 
dont il s’agit, toutes les forces élastiques sont nécessaire- 
ment dirigées sur la même droite L que A, seule force élas- 
tique principale qui subsiste; donc la force élastique qui 
s exerce sur un élément-plan a , dont la normale est /, s’ob- 
tient en projetant A sur /, et en reportant la projection 
obtenue sur L. Quand deux des racines de l’équation (12) 
sont égales, les surfaces (16) et (19) sont de révolution; il 
arrive alors que tous les demi-diamètres appartenant à 
l’équateur de l'ellipsoïde (16) représentent des forces élas- 
‘ tiques normales. Si les trois racines de l'équation (12) sont 
égales, les surfaces (16) et (19) sont des sphères; toutes les 
forces élastiques sont normales et ont la même valeur. 

Telles sont les lois qui régissent les forces élastiques, en 
un même point, d’un milieu solide. Elles sont d’une très- 
grande généralité, car les équations (8), § 9 , qui les ren- 
ferment toutes ne supposent ni homogénéité ni approxi- 
mation d’aucune espèce. Elles sont à l’abri de tout doute 
sur la nature des actions moléculaires, dont on peut se dis- 
penser de parler, en adoptant, pour la force élastique, la se- 
conde définition du § 5 . Leur démonstration est facile, tel- 
lement que nous avons pu craindre le reproche de dévelop- 
per ici une analyse par trop élémentaire. Leur énoncé a la 
forme géométrique, la plus goûtée des ingénieurs. Enfin, 
elles sont d’une utilité incontestable, et les praticiens trou- 
veraient à chaque instant l’occasion de les utiliser, s’ils les 
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connaissaient. iVy a-t-il pas lieu de s’étonner qu’une lliéo- * 
rie si simple, si naturelle et si féconde en applications, 
n'entre régulièrement dans aucun cours classique? 

La Mécanique rationnelle emploie de même, pour étu- 
dier les moments d’inertie, la considération de l’ellipsoïde; 
mais, on en conviendra, cette surface ne s’y présente pas 
aussi naturellement que notre. ellipsoïde d’élasticité. En 
outre, ici les deux genres d’hyperboloïdes, et le cône, et 
l’ellipse, et les hyperboles conjuguées interviennent égale- 
ment. En un mot, les surfaces et les courbes du second 
ordre, pourvues de centre, viennent remplir, dans la théo- 
rie de l’élasticité, un rôle aussi important que les sections 
coniques en Mécanique céleste; clics lui appartiennent aux 
mêmes titres, elles en traduisent les lois avec autantdcclarté, 
et même plus rigoureusement, car les lois des forces élas- 
tiques autour d’un point ne subissent aucune perturbation. 
Si, dans l’avenir, la Mécanique rationnelle, courant plus 
rapidement sur les problèmes, aujourd’hui complètement 
résolus, du monde planétaire, se transforme pour s’occu- " 
per avec plus d’étendue de physique terrestre , la théorie 
que nous avons exposée dans cette leçon formera l’un de 
scs premiers chapitres, et des plus importants, comme la 
la suite du Cours le démontrera. 
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SIXIÈME LEÇON. 

* 

Équations de l’élasticité pour les solides homogènes d'élasticité constante. 
— Cas de l’équilibre d’élasticité. — Des forces émanant de centres exté- 
rieurs. — Coefficient d'élasticité. 



§ 26. — Dans les applications qui vont suivre, nous ne 
considérerons d’abord que les corps solides homogènes et 
d’élasticité constante. Les N,- , T, ont alors les valeurs 



. du 




f dv dw 




T, = H 


\dz dy 


», , . dt> 




( dw du 


N,= XQ-hZ?.—, 


T » = f‘| 


\dx dz 


dw 




/ du dv 


N, = >9 + 2^, 


Ta=f*l 


\dy~^~ dx 



Équations 
do l'élasticité 
pour les solides 
homogènes 
d'élasticité 
constante 



dans lesquelles i et pi sont des constantes, et 0 ou la dila- 
tation est 



(*) 



0 



du dv dw 

I — ï — b 

dx dy dz 



Ces six fonctions N,-, T, doivent vérifier les trois équa- 
tions aux différences partielles du premier ordre , déduites 
de l’équilibre d’un élément parallélipipédique, et qui 
sont 



( 3 ) 



dx dy dz 

d T, rfN, rfT, 

dx dy dz 

rfT, rfT, d N, 

H 1 

dx dy dz 



pX, — O , 
pY.= o, 
p Z. “ o j 



5 
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o étant la densité du milieu; X 0 , Y 0 , Z„ étant les forces qui 
sollicitent la masse et qui comprciincn tics forces d’inertie, si 

(l* JC 

le corps se déforme ou vibre. Ces forces d’inertie, — — i 



d' y d 1 z 

IF’ — 1ÏF 



si l’on observe que les coordonnées du 



point M, déplacé et venu en w, sont (.r -+- u, y -+- e, z -1- tv), 

. , d' 1 u d 1 v d 7 tt‘ , . 

se réduisent a : — , —, r-; degaecons-les, et re- 

dt 7 dt‘ de ° ’ 

présentons encore par X 0 , Y 0 , Z 0 les composantes des forces 

extérieures qui peuvent agir sur la masse, les équations (3) 

deviennent 



( 4 ) 



d N, 
dx 

II 3 . 

dx 



rfT, rfT, „ 

+ + p " = p 

'/N, rf T, 

h _,. p Yll = p 



d ! /< 

ëT 7 ’ 

V 

lit 7’ 



dx 



II 



. — -4- p Z„ = P — ; 



et, par la substitution des valeurs (i), en ayant égard à 
l’expression (a) de 0 , on a 



(5) 



d 7 u 

dr' 



,, \ rl ° ( d ' u 

, rfs /rf* c f/ j c 

. , dÙ ( d 7 w 

(x + ^ Th + * [il 



d‘W 

77F 



(l 7 U ' 


, v d 3 u 


+ IF J 


)+pX„_p— : 


d'*' 


\ ,, d 1 v 


rfs* ; 


)+ p Y . = p — . 


rf 3 <cN 


, „ d'w 


+ ~dl, 


K p 4 = P7F 



Ces nouvelles équations, aux différences partielles du se- 
cond ordre, entre les fonctions (u, e, te), expriment les 
lois du déplacement moléculaire; recourant encore à la 
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valeur (a) de0, elles peuvent se mettre sous la forme 

' du dv \ 



(l + 2p)- + fi 




-i- pX, = p 



d’u 

IF' 



(X-t-ap.) — -4-p* 



(X -t- ap) 



[ , ( dv dw\ .(du dv I 

-M-Ml-v. 

^i-.,UZ±Jj +pZ . 




d'v 

~dr ' 



(V 

"rff 7 ' 



Le plus souvent, les X 0 , Y 0 , Z 0 se réduisent aux compo- 
santes de la pesanteur; nous supposerons, plus générale- 
ment, qu’elles proviennent d’attractions ou de répulsions 
émanant de centres extérieurs fixes, et qui suivent la loi de 
la raison inverse du carré des distances; alors X 0 , Li Z„ 
seront respectivement les dérivées en (x, y, z) d’une même 
fonction F 0 , vérifiant l’équation 



( 7 ) 



d 1 F, d' F. d' F„ 

dx 1 dy 2 dz' 



on aura donc , dans ce cas général , 



X„ = 



d¥, 

dx 



V _ rfF » 

*" dy ’ 



/■> = -3— 1 
dz 



et , d’après l’équation (7) , 

< /X, r/Y, dZ. 

dx dy c/z °’ 

En vertu de cette dernière relation, si l’on ajoute les trois 
équations (6), après les avoir respectivement difl’ércntiées 
par rapport à (x, y, z), les forces extérieures dispa- 
raîtront du résultat; les parenthèses au coefficient pi s’annu- 
leront aussi ; le second membre ne sera autre chose que 
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p — , d’après la valeur ( 2 ). O 11 aura donc 

. /<P9 d 7 9 rf’9\ d 7 9 

. (8) + — J=p — , 



équation remarquable, qui régit la fonction 6, ou la 
dilatation cubique, dans le milieu solide légèrement dé- 
formé. 



cm § 27. — Quand il s’agit de l'équilibre d’élasticité, les • 
"I v ;r:r fonctions (u, m, w), et par suite 0, sont indépendantes de t ; 
les équations (5) deviennent 



! .. . rf9 I d 7 u d 7 u 

^^dï ['dï + 'dP' 

. .dQ ! d’v d 7 v 



d 7 u\ 

_J-+-pX 0 _o, 

d'v\ 

— j-t-pY.-o, 



.. . d 9 / d 7 tv d’tv d 7 tv\ 

+ + + _ + +pZ,=o, 



et l’équation (8) se réduit à 



c’est-à-dire que la dilatation d, dans l’intérieur d’un corps 
solide homogène en équilibre d’élasticité, suit la loi de la 
température, dans le même corps solide en équilibre de 
chaleur, et la même loi régit le potentiel ( — F 0 ), dans 
l’attraction des sphéroïdes. Ce double rapprochement, 
entre des théories physico-mathématiques en apparence si 
différentes, est un fait analytique très-remarquable , et qui 
pourra servir de point de départ quand il s’agira de rame- 
ner à l’unité toutes les théories partielles. 

Pour énoncer généralement les propriétés des fonctions 
qui se présentent dans la théorie actuelle , et pour simplifier 
en même temps l’écriture des équations que ces fonctions 
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doivent vérifier, il nous sera eonimode et utile d'employer 
une expression et une notation que j’ai introduites. On sait , 
et l'on peut d’ailleurs vérifier aisément, que F étant une 
fonction des trois coordonnées ( x , y, s) d’un point dans 
l’espace, les deux expressions différentielles 

Vit' y (<IV / r/ F \ 1 d'Y r/’F r/F 
rTi] + + ’ IT'+lÿ+lÜ' 

conservent les mêmes formes et les mêmes valeurs numé- 
riques en chaque point, pour tous les systèmes d’axes coor- 
donnés rectangulaires. J’appelle ces expressions paramètres 
différentiels du premier et du second ordre de la fonc- 
tion F, et je les désigne par A 1 F, A’ F. Nous dirons donc : 
la dilatation dans un corps solide en équilibre d’élasticité , 
la température dans h; même corps en équilibre de chaleur, 
et le potentiel de l’attraction des sphéroïdes , sont des fonc- 
tions dont le paramètre différentiel du second ordre est nul ; 
et nous écrirons les équations (9), (7), (10) de la manière 
suivante : 



(> 






r/9 






d F» 


4 - 


2|c) 


dx 


-+- p a 1 u 4 - 


P 


dx ~° ’ 


(> 




2u{ 


r/ô 






d F. 


-h 


dy 


-1- (JL A J V -4- 


p 


dy ~ °’ 


(> 




2fl) 


r/9 






d F 0 


-f- 


dz 


-f- fJL A 3 «v -f~ 


P 


dz ~°' 






s- 


F. 


= 0 , A 3 Ô 


- 


r O . 




Ainsi r prendre le A* d’une fonction ou d’une équation , 
c'est faire la somme des trois résultats obtenus , en dillércn- 
tiant successivement cette fonction ou cette équation deux 
fois par rapport à x, deux fois par rapport à y, deux fois 
par rapport à s. Or, si l'on prend les A* des trois premières 
équations (11), et qu’on ait égard aux deux dernières, 
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011 aura 

à 1 .à 1 u — o, Ck , .Ck 1 vz=o, A 1 .A J «’=o; 



et, comme les N,, T, sont des fonctions linéaires et à coef- 

„ . . . .. 

ncients constants des — -» il s ensuit que les J\, 

d[ x > ï* z ) 

T, , ainsi que les (u, e, iv), vérifient l’équation 
(12) . A 2 . A’ » = o , 



c’est-à-dire par la notation ordinaire 



d , ( d ’f , d ’1 , d ’?\ 


(d'i <l'f d ! <p\ 


\ dx 1 dy 7 dz 7 / 


l dx' dy 7 dz 7 ) 


dx ' 1 


dy 7 


,n ( d ’f _l_ d 'l 


af' ? \ 




dz 7 J 



ou bien, en développant, 



d'f 

dx' 



d'y d'<f d'y d'y d'y 

dy' dz' ^ dy 7 tlz 7 * dz 7 dx' dx 7 dy 7 



O. 



Tel est le caractère général des fonctions qui expriment, 
soit les projections du déplacement moléculaire, soit les 
composantes des forces élastiques, dans l’intérieur d’un 
corps solide homogène et d’élasticité constante , lorsqu’il est 
en équilibre d’élasticité 5 c’est-à-dire que le paramètre 
différentiel du second ordre du paramètre différentiel du 
second ordre de ces fonctions est nul. 

On sait que l’équation A ! F = o est vérifiée par l’in- 
tégrale triple 



(,3) t= ff f ^-’i ^^dfidv. 
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dans laquelle le dénominateur II est 

(•4) R = \/(x— «)' -+- (y — + (s— 7 )’. 

Or, ou s'assure aisément que l'équation (12) est vérifiée 
par cette autre intégrale triple 

(. 5 ) ? = ////(*. P. 7 ) KdaLdpdn 

en ell’et , cette valeur de o donne 

ïu = ^ ’ ? ’ 7) "TT d 2 d ^ d 7 ’ 

. ^ =////(«, M) 

. A 7 r=r 2 F , A 7 A 7 f = O . « 

La l'onction F ( 1 3 ) , dans laquelle les signes d’intégration 
peuvent être remplacés par celui d’une somme de termes , 
a reçu généralement le nom de potentiel ; si l’on convenait 
de l’appeler potentiel inverse, on pourrait donner à la 
fonction y ( 1 5 ) le nom de potentiel ilirect. Ou, mieux 
encore, en s’appuyant sur une analogie remarquable avec 
les intégrales elliptiques, on pourrait appeler F potentiel 
de la première espèce, y potentiel de la seconde espèce. 
Nous dirions alors : la température ou la dilatation dans un 
corps solide homogène en équilibre de chaleur ou d’élasti- 
cité est une fonction de même nature que le potentiel de 
première espèce; les projections du déplacement molécu- 
laire, et les composantes des forces élastiques sont des fonc- 
tions de même nature que le potentiel de seconde espèce. 
Ces rapprochements et ces analogies sont loin d’être futiles : 
ils établissent un lien entre les divers sujets dont s’occupent 
les géomètres , entre le passé et l’avenir de leurs recherches ; 
et ce lien, d’abord imperceptible et douteux, peut grossir 
un jour de manière à faire voir que tant de travaux si 
différents convergent vers un but commun. 
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§28. — Les équations aux différences partielles (5) ou (y) 
sont linéaires et à coefficients constants, mais elles ont des 
termes donnés. Les fonctions ( « , v , iv) se composeront donc 
de deux espèces de termes : les uns formant les intégrales gé- 
nérales des équations (5) ou (g), dépourvues desX 0 , Y 0 , Z 0 ; 
les autres destinés à faire disparaître ces quantités, ou à 
vérifier les équations (5) ou ( 9 ) complètes. Désignons par 
(h 0 , t/ 0 , iv 0 ) les termes de la seconde espèce. Si les X 0 , Y 0 , Z 0 
ont la forme 




d F. _ d F„ 
dy dz 



F 0 , vérifiant l’équation ( 7 ), sera un potentiel pris négati- 
vement, et conséquemment delà forme 



F, 




/(<*> P>7) 

R 



dotdfidy, 



R étant l’expresion ( 1 4). Posons alors 

i‘—^f f ?> 7)- Rrfstrf ? rf i. 



et prenons 

v d<f, _ v d ?• „ v df, 

fi je dy dz 

K étant un coefficient indéterminé ; on en déduira 

= A*f,=r — F, (5 *7), 

et (fo étant indépendant de l , les équations (5) ou ( 9 ) seront 

vérifiées si l’on prend K = ^ > et conséquemment 



i + 2» d.r 



?• 

— ■> i’« = 



p dfo 

X -+■ 2 « dy 



tft 



X -f- 2 f i dz 
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Si les X 0 , Y 0 , Z 0 sont des constantes (ci , b,c), on trouve 
facilement qu’il faut prendre 



a 

- * x l , 



>4-2pt 2 * 

0 b 

! vî 

>. 4-2 {JL 2 J ' 



= : • — S'. 

\ 4- 2 f* 2 

Sachant faire diparaitre les termes en X 0 , Y 0 , Z 0 , on 
peut les supprimer dans les équations (5) ou (9), ou, comme 
l’on dit, en faire abstraction , et s’occuper uniquement de 
la recherche des intégrales de ces équations ainsi réduites. 
Mais la suppression des termes dont il s’agit peut s’appuyer 
sur un autre motif : les fonctions («, e, te) étant définies 
par des équations linéaires, le groupe («„, e 0 , tv 0 ), ainsi 
que les autres groupes de termes qui composent les inté- 
grales, représentent autant d’états particuliers du milieu 
solide, lesquels se superposent sans que leurs lois soient al- 
térées; or, dans les corps solides que nous aurons à consi- 
dérer, la déformation qui résulte de l’action de la pesanteur, 
ou de toute autre force extérieure , sur ces corps seuls , c'est- 
à-dire celle que mesurent les (m„ , e 0 , ie 0 ), est le plus sou- 
vent tout à fait insensible; les corps rigides peuvent donc 
être considérés comme si ces forces extérieures n’existaient 
pas, quand il s’agit d’étudier l’elfet d’actions d’une autre 
nature, exercées sur leurs surfaces, et non pas sur leurs 
masses. C’est ainsi qu’il faut entendre qu’on fait abstraction 
des X., , 3 0 , Z 0 • 



§29. — Les coefficients constants, À et (2, introduits parles 

valeurs (t), sont des quanti tés de même espèce que les N, , T, , 

. , <i( u, v, tv) , , 

puisque les —f - — — ~r sont des rapports; us s exprimeront 
a (-C, X j z) 

donc par les mêmes unités que les forces élastiques, c’est- 



Déterminâtion 

de» 

coefficients 

(>,.«)• 

Coefficient 

d'élasticité 
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à-diro par un certain nombre de kilogrammes pressant l’u- 
nité de surface. Les valeurs numériques de ces coefficients , 
pour un corps solide homogène et d’élasticité constante, de 
nature donnée, pourraient se déduire d’expériences faites 
sur ce corps, dans les deux cas d’équilibre d’élasticité les 
plus simples. 

Lorsque le solide est soumis à une pression uniforme 
( — P) sur toute sa surface, il doit se contracter en restant 
semblable à lui-même; de là , et en supposant que l’origine 
des coordonnées reste fixe , il suit que les projections du dé- 
placement seront représentées par les valeurs 

u — ax , v = a y, w = az y 



où a est un coefficient constant à déterminer, et qui véri- 
fient évidemment les équations ( 9 ) quand on fait abstrac- 
tion de la pesanteur. Par ces valeurs, les Tj (i) sont nuis, 
les N, se réduisent tous les trois à N = (3X -f- 2 y) «, et 
cette composante normale, partout la même, n’est autre 

p 

que — P; on a donc a = — =-r ; c’est la contraction 

1 7 3X -f- 2 y 

3 P 

linéaire. L’expression ( 2 ) de 0 devient 0 =3 a = — .r- ; 

c’est-à dire que 



(«) 



3 

3X ■+■ 2p 



est la compressibilité cubique de l’unité de volume, sous une 
pression égale à l’uni té. Si des expériences ont fait connaî- 
tre a, on aura une première relation (n) entre X et y. 

Supposons le corps prismatique et ses arêtes verticales ou 
parallèles aux z ; s’il est soumis à une traction F, par cha- 
que unité de surface de ses deux bases horizontales, il y 
aura étirement parallèlement aux arêtes, contraction uni- 
forme parallèlement aux bases, et les projections du dépla- 
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cernent seront représentées par les valeurs 



« = — ax , v = — ay , iv = cî, 

où a et c sont des constantes à déterminer, et qui vérifient 
les équations (9) quand on fait abstraction du poids du 
corps. Par ces valeurs, les T,- (1) sont nuis, et l’on a 

N, = N, = (c — 2 a) X — 2 au, N, = (c — 2a)>-+-2cfi; 

or N, , Nj, partout les mêmes, sont nuis à la surface laté- 
rale du prisme, et Nj, partout le même, est nécessaire- 
ment égal à F ; on a donc les relations 

Xc — 2 (X -+- (i) a — o , (X-t-2p)c — i\a — F, 

d’où l'on conclut 



i-t- 



1 X 

F, a = - 



F 



6 = c — la : 



3X -t- 2 p ’ •>. ft 3 X 2 « 3X + 2 ji 

Ainsi, il y a dilatation, et le cocilicient de cette dilatation 



> ou le tiers de a. du cas précédent. L’al- 



cubique est „ — 

1 3X 2{i 

longement de l’unité de longueur du prisme, par une trac- 

(P (J 

tion égale à l’unité, c’est-à-dire —1 ou -r.» *-*81 
0 7 zr r 



(*) 



X 

1 ■+■ - 

^ = 8. 

3X-f-2u ^ 



Si des expériences ont fait connaître ( 3 , on aura une se- 
conde relation (b) entre X et y. 

Les deux équations (a) et (b) donnent 



f* = 





2 



9 ? — “ 



Si l’on admettait la relation X = y . . à laquelle on est conduit 
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par la méthode défectueuse indiquée au § 15, les équations 

3 2 

(«) et (/>) donneraient a = gfc, (3 = ga. Certaines expé- 
riences de M. Wertheim le conduisent à X = 2 fx, ce qui 
donne a = /3 = g- • Mais il peut se faire que le rapport - 

ne soit ni égal à l'unité, ni égal à 2 , et qu’il varie d’un 
corps à un autre. C’est un point qui ne peut être éclairci 
que par de nombreuses expériences. On est convenu d’ap- 
peler coefficient d’élasticité d’un corps l’allongement de l’u- 
nité de longueur d’un prisme, formé avec ce corps, sous 
l’influence d’une traction égale à l’unité-, c’est le coefficient 
|3 (b) ; nous le désignerons dorénavant par E. Ainsi 

X 

i -t-- 

K = îi_ 

3 X H- 2 y 

est la valeur, en X et u, du coefficient d’élasticilc. 

§ 30. — Ici se termine ce que nous avions à dire pour 
démontrer les équations générales de l’élasticité, et parti- 
culièrement celles qui appartiennent aux solides homo- 
gènes et d’élasticité constante. On trouvera peut-être lon- 
gue et minutieuse la marche que nous avons adoptée, en la 
comparant à celle qu’ont suivie Navicr, Poisson et d’autres 
savants ; mais il ne s’agissait pas seulement d’établir rapi- 
dement ces équations , il fallait bannir tous les doutes que 
l’ancienne méthode et ses résultats immédiats ont laissés 
dans l’esprit des géomètres et des physiciens. Nous croyons 
avoir atteint ce but. Notre marche réduit à néant toutes 
ces discussions sur la forme de la fonction F (£) , § 4, sur 
les grandeurs relatives de deux intégrales définies, dont les 
éléments se composent de cette fonction inconnue, multi- 
pliée par des puissances dillérentes de discussions qui 
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prouvent uniquement que la question avait été mal abor- 
dée, puisque l’on voulait prendre pour principe le point 
même que la théorie doit éclaircir par ses déductions et ses 
conséquences nécessaires. Car, pour nous, cette fonction 
F (£) est complètement inconnue; nous n’avons besoin de 
présupposer aucune de ces lois, sinon que celte fonction 
est insensible dès que £, au contraire, est sensible, puisque 
les faits prouvent que toute adhésion cesse entre deux par- 
ties d’un même solide séparées par une distance appré- 
ciable. 

Chez nous, plus d'intégrations autour d’un point, les- 
quelles supposent évidemment la continuité de la matière, 
hypothèse absurde et complètement inadmissible, même 
par abstraction; mais, au lieu de cette continuité imagi- 
naire, existe la continuité réelle des déplacements géomé- 
triques , § 11 . Pour nous , le nombre des couples molécu- 
laires, dont les actions composent la force élastique, est 
ou petit ou grand, et reste inconnu ou non déterminé. Par 
l’ancienne manière de voir, les solides homogènes d’élasti- 
cité constante étaient très-difficiles à concevoir, et, par 
suite, à admettre; on était obligé de recourir à une cer- 
taine moyenne d’intervalles moléculaires assez vaguement 
définie, et qui laissait planer, sur la théorie, le soupçon 
d’un certain genre d’approximation qu’il serait impossible 
d’évaluer. Ces difficultés et ce soupçon sont écartés par 
le fait analytique que nous avons signalé, §§ 17 et 20, sa- 
voir, qu’il peut exister, dans un solide , un mode de distri- 
bution des molécules, symétrique par rapport à des plans 
déterminés, et tel que le corps se déforme de la même ma- 
nière lorsqu'il est tiré ou tordu, quelle que soit la di- 
rection de la ligne de traction ou de l’axe de torsion. F.nfin , 
la méthode de l’intégration autour d’un point conduit à 
l’égalité de deux coefficients (X , ut), et, par suite, à des for- 
mules usuelles , dont l’expérience a constaté l'inexactitude ; 
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par noire théorie, ces deux coefficients sont distincts, et 
leur rapport reste inconnu ou non déterminé. En un mot, 
s’appuyant sur des hypothèses, l’ancienne théorie avait éta- 
bli des formules douteuses qui devaient expliquer tous les 
faits, et auxquelles la nature devait en quelque sorte obéir; 
tout au contraire, s’appuyant sur les faits, la nouvelle théo- 
rie ne suppose rien de ce qui nous est encore inconnu, 
elle démontre des formules qui sont à l’abri de tout doute, 
et qui peuvent réellement servir, de concert avec l’expé- 
rience et l’observation , à nous dévoiler les secrets de la na- 
ture physique. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

a 

Du travail des forces élastiques. — Théorème de M. Clapcyron. — Travail 
d’une traction. — Travail d’une compression. — Puissance d’un ressort. 
— Application aux constructions. 



§ 3t. — Lorsqu’une force tire ou presse un corps solide, 
dont au moins trois points sont fixes, le produit de cette 
force par la projection , sur sa direction, du déplacement 
total qu’elle a fait subir à son point d’application, repré- 
sente le double du travail effectué, depuis l'instant où le 
déplacement et la force étaient nuis . jusqu’à celui où le dé- 
placement et la force ont atteint leurs valeurs finales. Soit, 
par exemple, un fil métallique, fixé verticalement par son 
extrémité supérieure , ayant une longueur /, une section <7, 
et qui se trouve allongé de a, sous une traction f s’exerçant 
à son autre extrémité; E étant le coefficient d’élasticité, on 
a , par sa définition , 




ou 



/ = 



0 

Ë7 






de là on déduit 



fda. = 





a n 3 I eu 

E l 2 2 ° ’ E/’ 



et si l’on désigne par F la traction finale, lorsque rallon- 
gement est définitivement a, il vient 



n¥ — 2 jf fd'x. 



Travail 
des forces 
élastiques 
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Ce qui démontre ou vérifie le lemrne énoncé , car j> 

est évidemment le travail ellcctué. 

Telle est l’expression connue, et seule enseignée, du tra- 
vail des efforts exercés sur la surface d’un corps solide, et 
qui produisent sa déformation. M. Clapeyron a trouvé une 
autre expression du même travail, dans laquelle inter- 
viennent toutes les forces élastiques développées dans l’in- 
térieur du corps solide. L’égalité de ces deux expressions 
constitue un théorème, ou plutôt un principe, analogue à 
celui des forces vives , et qui paraît avoir une importance 
égale pour les applications. Dans notre théorie, ce nouveau 
principe se démontre de la manière suivante. 

Théorème § 32. — Il s’agit d’un corps solide homogène et d’élasti- 
h ciapejron. constante, parvenu à un état d’équilibre d’élasticité; on 
fait abstraction de son poids, ou des X 0 , Y 0 , Z 0 , § 28. Les 
équations déduites de l’équilibre de l’élément dxdydz se 
réduisent alors à 



(') 



/ rfN, rfT, rfT,_ 

I dx dy dz ° ’ 

J t/T t/N, r/T, 

{ * r ~ 0 ’ 

\ dx dy dz 

I d T, t/T, t/N, 

\ dx + dy + dZ 0 ’ 



les N,-, T, ayant les valeurs du § 26. Ajoutons ces trois 
équations après les avoir respectivement multipliées par 
(n, v, w); multiplions le résultat par dxdydz , pour l’in- 
tégrer dans toute l’étendue du corps; intégrons par partie, 
et séparément, les différents termes de l’intégrale triple; 
chaque terme , par exemple 




u dxdy dz , 
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peut ètço remplacé par 



8 1 




du 

dx 



dx dy dz ; 



et «le même pour tous les autres termes; si l’on interprète, 
comme au § 10, les intégrales doubles détachées par celle 
opération , on arrive facilement à l'équation 



(*) 



(X u -4- Yp 4- Z«>) ct 




Le premier membre est la somme des produits des compo- 
santes des forces agissant sur la surface du solide, par les 
projections des déplacements subis par leurs points d’ap- 
plication; c’est la première expression connue, §31, du 
double du travail de la déformation ; le second membre en 
est donc une autre expression . 

Lorsque le corps est homogène et d’élasticité constante, 
J C8 1(W1 

d(x,y, z 
§ 26, lesquelles donnent 

. fe, +N, -t- N, 

8 = 5 

31 -+- 2p 

du N, — 10 dv N, — 10 «/«v N, — 10 

dx 2 fi ’ dy 2 (a dz 2 p 

/ dv div\ T, / dtv dtt\ T, / du dv \ T, 

dy J u ' \ </x dz J u ’ dx ) (a 

Substituant ces valeurs dans la parenthèse soumise à l’in té— 

6 




sont liés aux N,, T„ par les équations (i) du 
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gration , au second membre de l’équation ( 2 ) , celle na réu- 
tilisé devient 



■N! 



À ( N, 4- N, 4- N.,)’ TJ H- TJ 4- TJ 



V 2 p 2 (l 3 À -h 3 p 

et peut sc mettre sous la forme 



X 

1 4- - 



( 4 ) 



— ; , N, 4- ^ ■+• Nj)’ 



3X4- 2 p ( 

— -(NjN,4-N,N, 4- N,N, — T; — TJ — TJ) 
P 



Posons, pour simplifier, 

{ K,+K.4-H, = F, 

( N, N,, 4 - N. N, 4 - N, N, — TJ — TJ — TJ = G , 

et rappelons la valeur du coefficient d'élasticité E, § 29; 
la parenthèse (4) devient ( EF* — - et l’équation ( 2 ) 
prend la forme 

(6) 2( XH -+- Y, ’-*- z,v ) n = ///( Ef, -ïW' ft ' 



C’est cette équation qui constitue le théorème de M. Cla- 
peyron. 11 faut remarquer que F et G (5) sont précisément 
les coefficients de l’équation ( 12 ), § 22, dont les racines 
sont les trois forces élastiques principales; que conséquem- 

mentF, G, et, par suite, la parenthèse ^EF* — ^ conser- 
vent les mêmes valeurs numériques quand on change d’axes 
coordonnés. C’est-à-dire que cette parenthèse a une valeur 
déterminée et fixe, en chaque point du milieu; multipliée 
par l’élément de volume o>, quel qu’il soit, elle représente 
le double du travail intérieur de cet élément lui-même; et. 
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]a moitié du second membre de l’équation (fi) est la somme 
des travaux de tous les éléments, ou le travail du volume , 
total du corps. C’est ainsi que toutes les forces élastiques 
développées concourent à former la seconde expression du 
travail de la déformation. 



§ 33. — On peut introduire dans l’expression 



Travail 

d’uliP traction 



du travail de l’élément o>, les forces élastiques principales 
A, B, C, en remarquant que F est leur somme et G la- 
somme de leurs produits deux à deux; ce qui donne 



(7) 






(A-t-B-t-C) 1 — 



BC -I- CA -H AB' 



S’il n’existe qu'une seule force élastique principale A, les 
deux autres étant nulles, le travail de l'élément w est sim- 
plement — — • S’il en est ainsi dans toute l’étendue du 

1 2 

corps solide, de volume V, et si la force élastique princi- 
pale unique est la même partout, le travail total du eorps 
élastique sera 

EA r V 

i 



( 8 ) 



Cette circonstance sc présente souvent dans les applica- 
tions. Par exemple, dans le cas d'un fil métallique de lon- 
gueur/, de section c, qui s’est allongé de n, sous l’influence 
d’une traction finale F, § 31, la première expression du 

travail de la traction étant —5 on obtiendra la seconde 

2 

. F , 

en substituant, dans la formule (8), a l h \ , ~ h A, ce qui 

donne — EF*; et ces deux expressions sont effectivement 

<i. 
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fl r,, ' 

égales , puisque - = E -i d’après la définition du coeffi- 
cient d’élasticité. 

Si l’on n’avait pas fait abstraction des forces X 0 , Y 0 , Z 0 
dans les équations (i), l’opération qui nous a conduit à 
l 'équation (a) aurait introduit, dans le premier membre, la 
somme 2 (X 0 içH- Y 0 e-|- Z 0 m)pw, on pM est l’élément de 
la masse. Dans le cas du fil pesant, tiré verticalement, que 

nous venons de considérer, cette somme se réduit à — ? où p 

4 ^ 

est le poids du fil, ainsi qu’on le trouve aisément, en fai— 
*sant usage des formules du § 28. On devrait donc ajouter 



4 



le terme ^ à la première expression du travail de la 



traction; mais ce terme disparaît, à cause de la petitesse 
de j> comparé à F. 



§ 34. — S’il s’agit d’un corps solide homogène d’élasti- 
cité constante, et de forme quelconque, qu’une pression 
— P, exercée sur toute sa surface, a uniformément com- 
primé, § 29, les trois' forces élastiques principales sont 
égales entre clics et à — P dans toute l’étendue du corps. 
I.e travail de la compression du corps entier, dont le vo- 
lume est V, sera ~ ^ V P ! , ou substituant à F. sa 

valeur, plus simplement, 



1 3 

2 3 1 — t- 2 fi 



VP’; 



or, la compressibilité cubique est alors, cl partout , 
le volume total Y, devenu Y', a donc diminué de 



3 P 

3 X -f- 2 fi ’ 



V 



V' = 



3 PV 

3X -t- 2 u 



et l’expression du travail do la compression est définitivc- 



Digiti; «* by Google 



ii.cn I 



SU u l'élasticité. 

(V - V')l’ 

2 



8 S 



Celle expression csl nulle quand N ' = \ . Mais il im- 
porte de remarquer que, en général, le travail d un corps 
élastique ne dépend pas uniquement des variations de vo- 
lume; il peut même arriver que le travail soit très-conside- 
rable, sans que le volume ait changé. Ce caractère fonda- 
mental, qui sépare complètement les solides des fluides , se 
déduit très-nettement du théorème de :M. Clapcyron : en 
effet , si 0 = o, il s’ensuit (3) 



N. +• N, -+- N, = o , ou F = o ; 

N,Nj 4-N,N 1 4-»,N, = — i(NÎ -t-N; + NÎ)i 

d’où 

(, __ _ / w; + n; + n; a'r; + ?.t; -t- ?.t- \ ^ 

et l’on obtient définitivement 



n; -+- -+• ai; +- ai; z-rj) 

4r 

pour le travail de l’élément de volume»), invariable dans 
le cas actuel: et ce travail ne pourrait être nul que si les 
N>, T, étaient tous égaux à zéro, c’est-à-dire s’il n’y avait 
aucune force élastique développée. 

Ç 35. — Supposons que le corps solide soit employé Puissunco 

J r -iii» » f il on ressori- 

coramc ressort pour amortir le choc d une masse M, am- 
mée d’une vitesse U. La vitesse U ne s'annulera qu’en dé- 
veloppant, sur le ressort, un certain travail dont le double 
est égal, comme on sait, au produit Ml 1 ; or, ce double 
travail est précisément égal au premier membre de l’équa- 
tion (fi). On peut donc dire que la force vive amortie Mil* 
aura développe, dans 1 intérieur du corps élastique agis- 
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sant comme ressort, un travail dont le double est repré- 
senté par le second membre de la même équation (6). La 
nature du ressort, sa forme, sa position relativement au 
choc, indiqueront généralement ceux des points intérieurs 
qui seront les plus actifs, c’est-à-dire ceux où les forces élas- 
tiques prendront le plus d’intensité. Or, cette intensité ne 
doit dépasser mille part une certaine limite, mesurée par 
l’expérience, et au delà de laquelle il y aurait à craindre 
des altérations permanentes. Si donc on donne cette valeur- 
limite à la plus grande des trois forces élastiques princi- 
pales appartenant au point le plus actif, le second membre 
de la formule (6), calculé numériquement, mesurera le 
plus grand ell'et que l’on puisse attendre du ressort pro- 
posé, la plus grande force vive qu’il puisse amortir sans 
se détériorer, enfin, ce que l’on peut appeler sa puis- 
sance. 

Le second membre de l'équation ((S) étant ainsi l’expres- 
sion analytique de la puissance d’un ressort, on pourra y 
faire varier les quantités dont on peut disposer, savoir les 
dimensions et les directions relatives des différentes par- 
ties, de telle sorte que cette puissance soit la plus grande 
possible sous le même volume ou pour le même poids. 
C’est ce problème général, dont la solution intéresse un 
grand nombre d’industries, que M. Clapeyron avait jen 
vue, lorsqu'il a trouvé son théorème. Nous lui laisserons le 
soin de publier les résultats qu’il a obtenus sur la théorie 
des ressorts, et nous indiquerons une autre application du 
même principe. 

§ 36. — Lors de l’établissement de toute construction, de 
quelque genre qu’elle soit, ce principe fournira une rela- 
tion dont on pourra faire usage, pour trouver les propor- 
tions les plus convenables des différentes parties de cette 
construction. Généralement on dispose les difïcrcntes piè- 
ces, en charpente ou en fer, de telle sorte qu’elles éprou- 
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veut dos olldi Is dii igés dans le sens do leur longueur ; c'est- 
à-dire (ju'il n’y ait, en chaque point intérieur, qu’une 
force élastique principale, la même dans toute l’étendue 
d’une même pièce. Si 1 une de ces pièces, de longueur /, de 
section 7, d’une substance dont E est le coefficient d’élasti- 
cité, est tirée ou pressée par une force F agissant longitu- 
de’ 

dinalcmcul, - sera la force élastique principale unique , et 



le double travail de 



pièce sera 




/ 7 , § 33 , 



ou 



K 

- F*/; 7', E', P représentant les mêmes choses pour une 

(7 

seconde pièce, 7 ", E", F", pour une troisième, etc., le 

double travail intérieur et total sera 

/ 

Par exemple, si la construction dont il s’agit est destinée 
à supjwrler un poids II, a étant la tlcxiou, ou la quantité 
dont ce poids s’abaissera par suite du resserrement ou de 
l’extension des diverses pièces, on aura 






(9) 



lin = - F ! / -t- -, F ' 1 F " 2 /" 



Généralement, les clforts F se déduiront de II par les 
règles ordinaires de la Statique , en ayant égard à la dispo- 
sition relative des pièces assemblées; chacun d’eux F w sera 
égal à II multiplié par un facteur trigonométrique la 
relation (9) deviendra alors, en divisant par II, 

(10) n — ( — / -t — — < y’’ /’H — '~r, nj"' l -4- • • • J n. 

’ c fj n J 

Eu outre, la distribution et la disposition des pièces éta- 
blira des rapports entre leurs longueurs /' ,J ; chacune d’elles 
/ ,J sera égale à une certaine longueur I, multipliée par un 
facteur trigonométrique tL*' 1 ; la relation (10) prendra la 



Digitized by Google 




88 LEÇONS 



forme 




Sous toutes ces formes, on voit que la flexion a restera la 
même si on change la nature d'une des pièces, en lui con- 
servant la même longueur , pourvu que la nouvelle sec- 
tion s (i> soit à l’ancienne cr < * ) , comme le nouveau coefficient 
d’élasticité C est à l'ancien E 1 ^ ; la relation (i i) deviendra 



(12) 



, ?'’V , 

1 — -, - -I- 








C étant le coefficient d’élasticité d’un seul genre de corps qui 
remplacerait toutes les pièces; 5, s 1 , s étant les diverses 
sections qu’il devrait avoir. 

11 conviendra de donner aux sections s® des grandeurs 
proportionnelles aux efforts longitudinaux (f,- 17 , supportés 
par les pièces correspondantes , afin que ces pièces ne tra- 
vaillent pas plus les unes que les autres, ou que la force 
élastique principale ait la même valeur absolue dans toute 
la construction. Posant donc 



(« 3 ) 




il viendra définitivement 



<Jle> j 



(l4) a (?’}' “f - f" + • • •) CLa^o. 



Si l’on connaît la limite que la force élastique principale 
unique ne doit pas dépasser, et que <A, soit cette limite, le 



poids II ne devra pas surpasser , et la dernière valeur 



de a sera la limite de la flexion. Or, si plusieurs des 
angles qui entrent dans la parenthèse trigonométrique 
4- q/tj/ -f- + ...) sont indéterminés, on pourra 

en disposer de telle sorte que cette parenthèse, et par suite 
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la flexion n, soit un minimum. Cela fait, la construction 
proposée satisfera évidemment aux conditions du moindre 
volume et du maximum de stabilité, relativement au but 
qu’elle doit remplir, celui de supporter le poids IL 



§ 37 . — Prenons pour exemple le cas simple d’un assem- 
blage triangulaire ABC, composé de deux pièces de char- 
pente également inclinées, AB, AC, et d’une pièce hori- 
zontale BC qui relie les deux premières; ces trois pièces 
sont de même nature, E est leur coefficient d’élasticité. Un 
effort vertical II s’exerce au sommet A , qu’il fait fléchir 
verticalement de a-, chaque pièce inclinée, AB ou AC , est 
pressée longitudinalement par une force F, telle que 

Il = 2F cos a , a étant le demi -angle en A ; d’où F = — — : 

2 cos a 

la pièce horizontale BC est tirée longitudinalement par une 

force = F sin a = ° Sm * : les trois pièces ont d’abord la 
2 cos a ' 1 , 

même section <7 ; BC = L ; la longueur / de chaque pièce 

inclinée est telle, que il sin a = L, d'où / = — ^ — ; l’ap- 
’ 1 2 sin a 1 

pareil est disposé verticalement sur des supports rigides 
en B et C; que le plan horizontal passant par B et C s’a- 
baisse ou ne s’abaisse pas , c’est à ce plan supposé fixe que 
nous rapportons le mouvement relatif a. On aura , d’après 
la formule (9), 



n a = 



*rjL(_ï_y +L (s*îî)n î 

a LSina\2COSa/ \ 2 cos a/ J 



d’où l’on conclut 

RL II / 1 -f- sin 3 a v 

4 a \ sin a cos’ a J 

Si l’on demande pour quel angle a la flexion a sera un 



Cas d'un 
assemblai:? 
triangulaire 
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minimum, on remarquera que 



sin-a 



-+- sin a 



sin a cos’a sin a cos’a 



sin a (i — sin a) 



et l’on voit de suite que le minimum cherché correspond à 
sin a = j, c’est-à-dire au cas où le triangle ABC est équi- 
latéral ; la parenthèse trigouométrique de a est alors égale 

... ,, 3 EL ri 

a 3 , et I on a a — 7 

4 «■ 

Mais, pour que les différentes pièces travaillent égale- 
ment, il faut leur donner des sections proportionnelles à 
leurs efforts longitudinaux; alors, a étant la section des 
pièces inclinées, a sin a sera celle de la pièce horizontale , 
ce qui donnera , en appliquant encore la formule ( y) , 



ELII / i -4- sin 2 a\ 

4 <r \ sin a cos’ a / 



rapportons cette valeur à la limite <A. de la force élastique 

F II 

principale unique, il faudra poser - = ^ ■ — — <X>, d où 



- = 2 •%> cos x ; ce qui donnera , pour la limite de a , 

C 

EL .A. 



i -+- sin 1 a\ 
sin a cos a J 



Si l’on veut maintenant disposer de l’angle a de telle sorte 



da , 



que a soit un minimum, on trouve, en égalant — à zéro, 



lang a = c’est-à-dire que la hauteur h du triangle ABC 
V2 

doit être la moitié de la diagonale du carré dont le côté 
est L ; alors la li mi te de 0 , ou de 2 A, 1 cos a , est 2 ^ ^ ■ a X ; 
celle de a devient « F, A h . 
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§ 38. — 11 csl facile de traiter de la même manière des r.aprrucim- 
assemblages plus complexes, formés de pièces de bois, de eénémuuitoi» 
fer ou de fonte, destinés à s’opposer à des efforts d'autre 
nature. Dans tous ces cas divers, on déduit du théorème de 
M. Clapeyron , que l’on peut appeler principe du travail 
des forces élastiques , les dispositions les plus avantageuses 
de la construction qu’on étudie. Jamais, je crois, on ne 
s’était approché aussi près de la solution générale du fameux 
problème des solides d'égale résistance , qui préoccupait 
tant Girard, et dont la nature a donné des exemples si re- 
marquables. ÏSous aurons l’occasion d’appliquer le principe 
du travail des forces élastiques à divers cas d’équilibre d’é- 
lasticité. On verra tpie ce principe conduit directement à 
la relation la plus importante, parmi toutes celles qui ré- 
solvent la question , et que l'on eût pu d’ailleurs démontrer 
d’une autre manière; c’est , comme l'on sait , une propriété 
remarquable du principe des forces vives en Mécanique ra- 
tionnelle. En outre, les deux principes sont également pré- 
cieux, en ce qu’ils donnent les moyens d évaluer des tra- 
vaux résistants, qui resteraient inconnus sans leur emploi. 

En réalité, l'un vaut l'autre, ou peut-être le nouveau 
n’est-il qu’une extension , qu’une transformation de l’an- 
cien. 

La marche que M.. Clapeyron a suivie pour établir sou 
théorème, justifie cette idée d’une manière frappante: adop- 
tant la méthode de Navier. il reproduit l’équation générale 
et unique de l’équilibre iutéricurdcs corps solides élastiques, 
déduite de l’application du principe des vitesses virtuelles; 
puis il substitue, dans cette équation générale, les dépla- 
cements réels (n, v, ie), aux déplacements virtuels (d// , 
de, die) ; et l’équation particulière qui résulte de cette sub- 
stitution, étant convenablement transformée, le conduit à 
L équation (fi). La répugnance que nous devons avoir mai u- 
"lenant, pour toute méthode qui évalue les forces élastiques 
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à l'aide d’intégrations autour d’un point, nous a fait re- 
jeter ce mode de démonstration ; si celui que nous avons 
adopté est réellement plus simple, cette simplicité repose 
en partie sur les préliminaires dont nous pouvions dispo- 
ser, et ne peut d'ailleurs entrer en parallèle avec le mérite 
de l’invention; le seul avantage qui lui appartienne, c’est 
de mettre à l’abri de tout doute uh principe utile, qui ne 
pouvait se déduire que de la théorie mathématique de l'é- 
lasticité , dont il résume les propriétés les plus importantes. 

* L’objet de la Leçon actuelle fait naître une réflexion; 
admettons que le théorème de M. Clapeyron ne soit pas un 
principe nouveau, qu’il soit une extension, une transfor- 
mation du principe des forces vives, ou, pour parler un 
langage aujourd’hui de mode, du principe du travail. Celte 
extension est toujours une conquête de plus , pour le même 
principe du travail, déjà si riche de conséquences. Apporte- 
t-elle un nouveau motif pour réduire l’enseignement à ce 
seul principe , pour bannir ou négliger l’usage approfondi 
de l’analyse dans les cours de Mécanique rationnelle? Mais 
ce serait abandonner l’instrument créateur, pour lui sub- 
stituer une chose créée, complètement incapable de s’étendre 
par elle-même. C’est ce qu’ont pensé Navicr, Coriolis et 
M. Clapeyron: géomètres avant d’être ingénieurs, ils ont 
eu recours à l’analyse mathématique, aux anciennes mé- 
thodes de la Mécanique rationnelle, pour résoudre les pro- 
blèmes dont ils lisaient, et l’énoncé et l’utilité, dans leurs 
connaissances pratiques. Aussi ont-ils réussi; s’ils n’avaient 
voulu se servir que du principe du travail, ce principe at- 
tendrait encore ses plus belles propriétés. 
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Équilibre et dilatation d’un fil élastique. — Cordes vibrantes. — Lois des 
vibrations transversales ot longitudinales des cordes.— Sons simultanés. 



§ 39. — Après avoir établi les équations et étudié les pro- 
priétés générales de l’élasticité considérée dans les corps 
solides homogènes, il convient de les appliquer d’abord aux 
deux cas extrêmes d’un fil ou d’une corde mince , d’une sur- 
face élastique ou d’une membrane , en équilibre ou en vibra- 
tion. Ces deux questions ont été traitées, à l’aide de prin- 
cipes particuliers, longtemps avant la création de la théorie 
mathématique de l’élasticité. Il importe de faire voir au- 
jourd’hui que la mise en équation de ces anciens problèmes 
rentre dans la théorie générale. C’est ce qu’a pensé Poisson 
et ce que nous essayerons après lui , d’une manière plus 
rapide et peut-être plus simple. 

Les anciens géomètres ont pu croire qu’avant d’étudier 
les corps élastiques à trois dimensions finies, il convenait 
d’essayer d’abord les fils minces et les membranes peu 
épaisses; c'est-à-dire les lignes et les surfaces avant les so - 
lides. Mais cette marche, qui paraissait naturelle et logique, 
a complètement manqué son but, car la vraie théorie de 
l'élasticité n’a rien emprunté à ces premiers essais; elle est 
née tout à fait en dehors de ce champ d’exploration. Ces 
études préliminaires ont été néanmoins très-utiles, mais 
sous un autre rapport : façonnant en quelque sorte les ma- 
thématiques au maniement des phénomènes naturels, elles 
ont abordé et résolu les problèmes généraux d'analyse que 
l’on retrouve dans toutes les questions de Physique mathé- 
matique. , 



Lignes cl sur- 
face» élastiques. 
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En réalité, les lignes, les surfaces élastiques sont des 
abstractions, et leur étude, intéressante d’ailleurs, ne peut 
conduire qu’à des découvertes purement analytiques. Dans 
la nature , le diamètre d’un fil , l’épa : sseur d’une membrane 
ont toujours des dimensions appréciables, quoique très- 
petites, et les forces élastiques peuvent y éprouver de très- 
grandes variations; si l’on suppose qu’elles y conservent la 
même intensité, on veut considérer un cas particulier, et il 
faut avoir recours à la théorie générale pour savoir si ce cas 
est possible et à quelles conditions; absolument comme s’il 
s’agissait d’un corps d’une antre forme, dont aucune dimen- 
sion ne serait très-petite. En un mot, les deux cas extrêmes 
dont il s’agit sont deux exemples à traiter, et ce ne sont pas 
les plus simples. 

§ 40. — Dans un milieu solide homogène et d’élasticité con- 
stante, tel que nous l’avons défini et étudié, imaginons un filet 
à axe courbe, dont la section z s , normale à cet axe, soit par- 
tout très-petite. Supposons qu’il soit possible que des forces 
agissant sur les sections extrêmes de ce filet et sur les dif- 
férentes parties de sa masse, puissent maintenir son équi- 
libre d’élasticité sans exiger qu’aucune force élastique agisse 
sur sa surface latérale, et de telle sorte que les forces élas- 
tiques exercées sur une même section ta , aient la même 
direction et la même intensité sur toute l’étendue de cette 
section. Cet équilibre ne sera pas troublé si l'on vient à 
enlever le reste du milieu, et il ne restera que le filet ou un 
fil , tel qu’on le considère en Mécanique rationnelle. Pre- 
nons pour variable indépendante l'arc s de l’axe courbe, 
comptée partir d’une des extrémités du fil jusqu’au point M, 

... dx dy ilz , . . 

que nous considérons; — > —-■> — seront les cosinus des an- 
1 ’ ds ds du 

glcs que fait, avec les axes rectilignes des (ar,j, z ), la tan- 
gente à l’àxe courbe en M, ou la normale à la section tô 
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faite an même point; les composantes de la force élastique 
exercée sur cette section auront pour valeurs, d’après les 
formules (8) du § 9, 



(>). 



tlx _ dr _ dz 

x= * + r ‘* + T 'Â’ 
JT=T.ÿ+S.4 + T.^, 

fis tls fis 

_ <lx _ c/) „ rf: 

Z — T. — — t- T, — — H N, — • 

f/j fis ris 



Dans les circonstances supposées, considérons un élé- 
ment c r r/5, compris entre deux sections normales u et 13 ', 
infiniment voisines. Sous l’action des forces élastiques 
( — Xo, — Y et , — Lu) sur u, des autres composantes 



f/Z GJ 



ds 



,S ) 



[ ( Xn + (Ya + dY £- (zbt , ^ 

sur nr', et des forces extérieures (oX 0 bA, pY 0 utls , pL^urfs) 
sur la masse pu (h , cet élément doit être en équilibre; et cet 
équilibre s’exprimera par les équations 



(a) 



rfXc 



• pX, BT 



d Y BT 
ds 



+- 0 Y j ET = O, 



d'Lrz 

HT 



-f- ù Zi) TS 



où p est la densité du fil en M, si les forces élastiques sont 
nulles sur la surface latérale de ut/s, qui fait partie de celle 
du fil. Voyons s’il est possible que cette dernière condition 
soit satisfaite. 

Soient (m, n , p) les cosinus des angles que fait, avec 
les axes rectilignes, une normale quelconque en un 
point M' du périmètre de 13 , laquelle normale peut être 
considérée comme étant perpendiculaire à la tangente à 
l’axe courbe; on aura d’abord, entre ces cosinus, les deux 
relations 



(3) 

( 4 ) 



»/’ //’ -S- /!■ — l , 

dx d\ dz 

Ts + 
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On admet que les ÏN, , T, conservent les mêmes valeurs sur- 
toute l’étendue de la section vs , et conséquemment sur tout 
son périmètre ; la force élastique exercée latéralement en M' 
aura donc ses composantes exprimées par les seconds 
membres des équations ( 8 ) , § 9, déjà citées 5 et, puisque 
cette force élastique doit être nulle, il faudra que l’on ait 

1 N t rn -}- T 3 n -|- T 3 p = o , 

T 3 m - 4 - N, n +• T, p = o , 

T, ni -4- T, n -f- N 3 p — o ; 

et cela pour toutes les positions de M'; c’est-à-dire quels 
que soient les cosinus ( m , n , p ) , vérifiant d’ailleurs les 
équations (3) et (4). De là résulte la nécessité que chacune 
des trois équations (5) soit identique avec l’équation (4) ; 
car si le groupe (5) fournissait une équation distincte 
de (4), cette équation, jointe aux relations (3) et (4), 
suffirait pour déterminer m, n, p-, c’est-à-dire qu’en deux 
éléments , au plus, de la surface latérale, la force élastique 
serait nulle , tandis qu’il en doit être de même pour tous les 
éléments. 

On verra facilement que l’identification des trois équa- 
tions (5) , avec l’équation unique (4) , exige que l’on ait 



y, _ y, _ n 3 _ t, _ Ti _ t 3 _ 

/ il je \ 1 / dy\* / (7z \ 5 il y dz dz dx dx dy ' 

\d.i ) y \ds J ds ds ds du ds ds 



ou bien , T étant une certaine fonction , valeur commune 
des rapports précédents , on doit avoir 



( 6 ) 





T — ■ — 
ds ds 1 





dx 




T 3 



t— . ^ • 
ds ds ’ 



cl ces valeurs des JN., T, peuvent seules rendre nulles les 
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forces élastiques sur toute la surface latérale du fil, quelle 
que soit d’ailleurs la fonction T. Si l’on substitue ces mêmes 
valeurs ( 6 ) dans les équations (i), on trouve, en rappelant 

f » uc (ê)’ + (S) + (S) = ■’ simplentcnt 



( 7 ! 



X = T ^ , Y = T ^ , Z = T ~ , 
ns as fis 



ce qui indique à la fois , et que la fonction T est la grandeur 
de la force élastique exercée sur la section cr, et que celte 
force doit agir normalement, ou doit être parallèle à la 
tangente à l’axe courbe du fil. Ainsi définie, la fonction ou 
la force élastique T est ce qu’on appelle la tension du fil 
au point M. 

Mais il faut encore que les équations (2) soient satisfaites, 
sinon le fil ne serait pas en équilibre. Par la substitution 
des valeurs nécessaires (7), ces équations ^2) deviennent 



(8) 



, t dx dy 

fl . CT T — fl . CT 1 — 

fis fis 

-f- p ct X,, — O, f- p ct Y fl =r: o , 



fis 



(/.BT7 

fis 

fis 



p rr Z 9 o , 



ou, en développant, 

dx rfcT 
• ds ds 



CT T — h p CT X , O , 

fis 



d% 

dy du T „ ds 

— ■ + nT — ; — 

ils ds ds 



-t- 



pciY, = o. 



dz 

d.* 



du T 

ds 



-+- nT 




ds 



•+■ pmZ„ = o. 



7 



« 
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Si l’on ajoute ces trois équations, respectivement multi- 
pliées par (dx, dy, dz ), en observant que 





( (£) ,+ (£) ,+ 


m- 


( 9 ) 


( ^ dx i iljr 






I dx ds dy ils 

1 - t - | 


dz ds 




\ ds ds (is ds 


t/s ds 


on 


obtient pour résultat 




(10 


) i/.nT -t- pci [\„dx -)- Y„dj 


-4- 7j#(Iz 



Les équations (8) peuvent servir à résoudre deux pro- 
blèmes inverses : si la forme du 111 est connue , ainsi que 
nous l’avons supposé, ces équations donneront, par l’éli- 
mination de T à l’aide de l’équation ( 10 ), deux conditions 
que devront vérifier les forces extérieures (X 0 , Y 0 , Z 0 ), 
pour que le filet, puisse être en équilibre d’élasticité; ces 
conditions étant remplies, l'intégration de la ditî’éren- 
tielle (to), entre des limites données, déterminera la ten- 
sion T en chaque point du fil. Si , au contraire, on connaît 
les forces extérieures (Xo 5 Y 0 , Z 0 ), en fonction de (x,y, s), 
les équations (8) doivent déterminer la forme du fil qu’elles 
pourraient maintenir en équilibre d’élasticité, et ensuite 
les lois qui régissent la tension. Ces deux questions sont 
traitées d’une manière très-simple et très- élégante dans le 
Cours de Mécanique rationnelle, et doivent y rester. 

• 

§ il. — Mais ce qui appartient à la théorie de l’élasti- 
cité, ce qu’elle seule peut mesurer, c’est la dilatation linéaire 
qui accompagne la tension, ou que cette tension détermine 
sur chaque élément du fil. Désignons par o la dilatation 
linéaire dont il s’agit, en sorte que l’élément de l’axe courbe 
en M, qui était primitivement ds, soit devenu (1 + i) dt.; 
on déterminera celte inconnue delà manière la plus simple, 
en faisant usage du théorème de M. Clapcyron. Appliquée 



» 
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au seul élément vsils du fil, l'équation qui constitue ce 
théorème se réduit à 

( 1 1 ) T a . 8 .cls = ^EF 7 — — J ci tls , 

car le terme en X 0 , Y 0 , Z 0 qu’il faudrait ajouter au pre- 
mier membre, § 33, disparait, comme étant un infiniment 
petit d’ordre supérieur à celui des termes conservés. Or, 
par les valeurs (6), les fonctions F et G (5), § 32, sont 
ici F = T, G = o; l'équation (ii) donne alors, en rédui- 
sant, 

(12) o = ET ; 

c’est-à-dire que la dilatation cherchée en M est égale à la 
tension au même point, multipliée par leyoellicient d’é- 
lasticité. 

On voit, de plus, que le travail de l’élément élastique 
tj ds a pour expression, soit jT à.tu/s, soit j ET* . usds. 
On remarquera, enfin, que l'équation ( 12 ), § 22, dont 
les racines sont les trois forces élastiques principales en M, 
se réduit, dans le cas actuel, à A 3 — T.A* = 0 ; car F 
ctG'sont les coefficients du deuxième ctdu troisième terme, 
et, par les valeurs (G), non-seulement F = T, G = o, 
mais le dernier terme de la même équation est nul aussi. 
Donc, en chaque point du fil, des trois forces élastiques 
principales, deux sont milles, la troisième est la tension T, 
et se dirige suivant la tangente au fil } propriété qui indique 
clairement comment toutes les conditions imposées peuvent 
constituer un cas particulier, réellement compris dans la 
théorie générale de l’élasticité. 

§ 42. — Un fil homogène, .de section et constante, est 
tendu sur Taxe des ;c, par un poids P qui a augmenté sa 
longueur / de a; on l’écarte un peu de la position en ligne 
droite qu’il occupe entre ses extrémités fixes , puis on 1 aban- 



Corde 

vibrante. 
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donne ; le fil ou la corde entre en vibration : il s’agit de trou- 
ver les lois de ce mouvement vibratoire. A une époque t, 
un point du fil , qui avait primitivement pour coordonnées 
(x , y — o z — o), aura pour nouvelles coordonnées 
( x -f- u„ -|- U , j=o + t', z=o-t-m); i / 0 simplement 
fonction de x étant le déplacement dû à la traction opérée 
par le poids P ; U , o, ie, fonctions de x et de t , étant les pro- 
jections du déplacement dû au mouvement vibratoire. Ici 
la somme (;/ 0 -t- U) compose et remplace la projection u\ la 

... . , . , , . du ! du, r/U\ ,, 

dilatation linéaire 6 ( 12 ) est — ou I — - 4 - — I , et 1 on a 



(>3) 




dV 

dx 



Or — est la dilatation produite par le poids P seul , et sans 
dx 

mouvement subséquent , elle est constante dans toute l’éten- 
due du fil , et égale à y ; on a donc 



(»4) 



_ a rfU d T _ 1 rf’U 

7 dx ’ dx E dx' 1 



A l’époque t considérée, le fil forme une courbe, 
différant très -peu de l’axe des x ; la différentielle 
ds = \jdx* -|- dy* -f- dz 1 de l’arc de cette courbe, puisque^ 
et z se réduisent à e et iv, devient ds — \J dx * -t- r/e* -f- dw* ; 
or les <7e, d\v sont négligeables devant les dx , dans le genre 
d’approximation que nous adoptons, ou pourra donc pren- 
dre 

die 

ds = dx, — - — 1 , dy = dv , dz — dw. 



On admet que le poids P qui tend la corde est assez grand : 
i° pour que j soit toujours incomparablement plus grand 
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et 2° pour qu'on puisse négliger le poids des différentes 
parties de la eorde. 

D’après ces relations et ces conditions diverses , les X„ , 
^ 0 ) Z 0 , des équations ( 8 ), se réduiront aux forces d’inertie 
'/'IJ d 1 e rf’iv 

— — jjp* — ~dp' 01 ’ puisque nr est constant, que ils 

est égal à dx , ces équations deviennent , dans le cas actuel , 

l P rf’U '/'U P d 7 v d’v P d 7 u/ d'tv 

a o rlx : ' dt 7 çt dx‘ dt 1 ’ a d.c ' * dt 7 



Appelant p le poids total de la corde , dont la longueur est /, 
la section n, la densité 0, d’où p = gpvsl, et ors — —1 011 
peut écrire ainsi ces équations , 

d 7 U 8^ /■ g P ^d 7 v rl’iv gP 

fit 7 a p dx 7 dt 7 p rlx 7 ’ fit 7 p dt 1 ’ 

et si l’on pose, pour simplifier, 




on obtient définitivement 



</'U '/'U d 7 v à 7 v d 7 w tl ‘ iv 

M lit 7 =n FF' dF~ b 'dl 7 ' ÜF =b dF' 



équations bien connues du problème des cordes vibrantes; 
la première renferme la loi des vibrations longitudinales, 
l’une des deux autres celle des vibrations transversales. 
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transversales. 



§ 43 . — La connaissance de ces lois résultede l’intégration 
des équations aux différences partielles (17) que 1 on donne, 
avec tous les détails nécessaires, dans les-Cours de Calcul 
infinitésimal et d’ Algèbre supérieure. On sait que cette in- 
tégration peut se faire de deux manières : par des fonctions 
arbitraires, et par des séries trigonomélriques à coefficients 
indéterminés. Les conditions données, qui résultent de la 
fixité des extrémités de la corde et de l'état initial du mou- 
vement, font connaître soit la forme et la nature des fonc- 
tions arbitraires, soit les valeurs nécessaires des coefficients 
indéterminés. Dans la méthode d’intégration par série tri— 
gonométrique, chaque terme de U, u ou te, vérifie seul 
l’équation aux différences partielles (17 ) correspondante, et 
satisfait à la condition de fixité des extrémités; son coef- 
ficient est déduit, avec tous les autres, de l’état initial ; or, 
l’état initial pourrait être tel que ce terme existât seul; il 
représente donc un des mouvements vibratoires possibles. 
Le mouvement général de la corde résultede la coexistence 
ou de la superposition de tous les mouvements simples re- 
présentés par les différents termes de la série; et l’état ini- 
tial, qui détermine les coefficients, assigne à ces mouve- 
ments partiels leurs amplitudes relatives. 

Considérons les vibrations transversales. Supposons que 
chaque point de la corde ait été écarté et vibre ensuite, pa- 
rallèlement à l’axe des z , ou que U = o, r> = o; il ne res- 
tera des équations (17) que la troisième, 



(■ 8 ) 



tl'w 

~dr ~ ~dx'' 



Chaque terme de la série iv sera de la forme 

(■ 9 ) 



. . x bt 

te, = Ai sin nt — cos mt — , 



Ai étant son coefficient et i un nombre entier quelconque. 
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Ce terme (ty) vérifie l'équation aux différences parliel- 
les («8), donne iv, = o, <|uel que soit £, pour x = o, x= /, 
coordonnées des extrémités fixes. 11 représente un état vi- 
bratoire particulier dont voici la loi : Si G, représente la 
durée d une vibration complète; si X,- est le nombre des 
vibrations exécutées pendant la seconde i " , prise pour 
unité de temps, ou la hauteur du son correspondant, on 
aura nécessairement 




Si l’on prend pour unité ou pour son fondamental celui 
pour lequel i = i, et qui a pour mesure 




tous les sons simples de la corde vibrante, et qui sont re- 
présentés par les différents termes de la série 

. w-\ . .r bt 

(21) <«• = ^ A, sin ir. - eos ir — » 



formeront la suite naturelle 1 , 2 , 3 , 4 > 5,... , dont la hase 
est le son n ( 20 ). Si la corde figure un cylindre de rayon /■, 
on a /> — pg.zr' /, et 



1 / 1> 




C’est sous celle forme qu'on évalue le son fondamental d'une 
corde dans le Cours de Physique; les lois de ses variations, 
quand la longueur /, le rayon r, la tension P, la densité p 
viennent à changer, s’expriment alors par autant de pro- 
portions dont l’expérience vérifie l’exactitude. On vérifie 
aussi la position des nœuds et des ventres de vibration, 
lorsque la corde produit un des sons X,; si 1 est plus grand 
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que I unité, et qu on imagine la longueur l partagée en i 
parties égales, les points de division seront immobiles comme 
les extrémités, car te, ( 19 ) est nul , quel que soit l , pour les 
valeurs de x appartenant à ces points qu’on appelle nœuds ; 
les milieux des parties aliquotes , où l’amplitude de la vi- 
bration est la plus grande , sont les ventres. 

§ 44. — La série (ai) donnant o quand t — o, se 

rapporte au cas où les points de la corde, d’abord écartés, 
ont été abandonnés sans vitesse. Les coefficients A, se dé- 
terminent par la condition que 

{ 22 ) ^ A, sin inj = F(j) , 

F (x) exprimant la loi donnée des écarts primitifs, c’est-à- 
dire des valeurs de tv lors de l’état initial, ou pour i = o; 
or, cotante ou le sait, le premier membre de l’équa- 
tion ( 22 ) donnera les mêmes valeurs que F(.r), de x — a 
à x= l, si l’on prend 

(23) A,= j 



J" 



F (p) sin i7r y d p. 



Supposons, par exemple, que la corde, pincée en sou mi- 
lieu, ait eu pour forme initiale un triangle isocèle de hau- 
teur /t, ayant la longueur l pour base; alors, pour obtenir 
l’intégrale définie (23), il suffit d’intégrer de (3 = o à 
l 2 h 

(3 = en prenant F (fi) = — (3, et de doubler le résultat ; 
on trouve ainsi 




8/1 ros j tt 
( 2 / 4 - !)’*’’ 
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cl la série (21) devient 

x bt . ry x bt 

sin n j cos n -j sin in - cos i n -j 

? ? 

: x bt 

SI» 5 K - cos 5 k — 



c’csl-à-dire que, dans le cas actuel , la corde produira à la 
fois, ou simultanément, le son n (20) pris pour unité, et 

les sons 3 , 5 , , ou l’octave de la quinte, la double octave 

delà tierce...; l’amplitude du premier son étant 1, celle 
du second sera -j, celle du troisième 7^...; cc f l 11 * explique 
pourquoi l'oreille ne distinguera bien nettement que le 
premier sou. 

Pour que la corde ue produisit qu’un seul son îô. , sans 
mélange d’aucun autre, il faudrait que la série -.2(21) 11e 
contint que le seul terme en /, ou que, de tous les coelli- 
cients, A, existât seul, les autres étant nuis. Or, il sulli- 
rait, pour cela, que la forme initiale de la corde fût la 
courbe sinusoïdale dont l’équation est 

(24) z — h sili in j = F^x). 





En effet, on sait, et l’on vérifie d’ailleurs facilement, 
l’intégrale 



£' 



a . , 6 

sin in j sm i n y dp 



que 



est zéro quand l’entier i' dillëre de /’, et - quand i — 

donc, avec la valeur (24) de F (-c), la formule ( 23 ) donnera 
A ,< = o, A, = h, et ie (21) deviendra 



ie = h sin i 



x 

T 



sin i n 



bt 

r 



ce qui justifie les interprétations du § 13 . 
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§ 4 o. — Quand la cordc, à la suite d’un frottement paral- 
lèle à la lougucur, exécute des vibrations longitudinales, on 
a t'nro, w=o, et la première des équations (17) existe 
seule. L’étude de la série U se fait absolument de la mémo 
manière que celle de la série iv, avec cette seule différence, 
qu’au lieu de b, il faudra prendre a (16). Ainsi, les sons 
résultant des vibrations longitudinales formeront une suite 
naturelle 1, 2, 3 , 4 i 5 ,..., dont la base, ou le son fonda- 
mental, pris pour unité, aura pour mesure 



»'=V- 

2 y 01 p 

On remarquera que le rapport des sons n' et n est 

Fi— /n? 

n ~ V « — V E ‘ P - 

L’exactitude de ce rapport a été vérifiée par l’expérience. 
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Équilibre des surfaces élastiques. — Cas d’une membrane plane. — Equation 
qui régit les petits mouvements d’une membrane plane et tendue. — 
Intégration de cette équation. 



§ -4(5. — Après l’exemple du (il en équilibre ou de la 
corde vibrante, vient celui de la surface ou de la mem- 
brane élastique. Ce nouvel exemple est à la fois plus simple 
et plus compliqué : plus simple, en ce qu’il correspond à un 
cas moins exceptionnel , moins ombilical en quelque sorte, 
de la théorie générale de l’élasticité; plus compliqué , en ce 
* qu il exige l’emploi de fonctions d’un plus grand nombre de 
variables. Sous le premier point de vue, on voit que la théo- 
rie de l’élasticité s’applique, généralement aux corps solides 
dont aucune dimension n’est très-petite, exceptionnelle- 
ment aux membranes peu épaisses, plus exceptionnelle- 
ment encore aux fils trcs-minccs. Ordre tout à fait inverse 
de celui qui se déduirait logiquement des abstractions de la 
Géométrie. L’ignorance de celte anomalie apparente, cl 
qu’il était difficile de prévoir, est venue s’ajouter à l’abus 
des méthodes et des lois de la Mécanique céleste, pour re- 
tarder les véritables progrès de la théorie de l’élasticité. 

Dans un milieu homogène et d’élasticité constante, tel 
que nous l’avons défini, imaginons une sorte de feuille 
courbe, comprise entre deux surfaces extrêmement voisi- 
nes, ou dont l’épaisseur e soit partout très-petite. Suppo- 
sons qu’il soit possible que des forces agissant sur le con- 
tour de celte feuille et sur les différentes parties de sa masse , 
puissent maintenir son équilibre, sans exiger qu’aucune 
force élastique s’exerce sur ses deux faces, et de telle sorte 
que les forces élastiques intérieures aient la même direction 



Kquilibro 
do la surface 
élastique 
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et la mt'mc intensité sur toute l’étendue de la ligue qui me- 
sure l’épaisseur £ ; cet équilibre ne sera pas troublé si l’on 
enlève le reste du milieu, et il ne restera que la feuille ou 
la membrane élastique telle que les géomètres la considè- 
rent. Supposons la membrane telle , et tellement disposée 
par rapport au plan horizontal des xj , que toute verticale 
parallèle aux z rencontre ses deux faces en deux points tou- 
jours très-voisins. Soit 

(t) *=/(*./) 

l’équation de la surface qui occupe une position moyenne 
entre les deux faces, et soit M un point de cette surface. Le 
plan tangent à la surface, en M , aura pour équation 

dz dz 

(2) dz —pdx -f- qdy, où p = — > <7 = ^ ; 

si l’on désigne par (a, /3, y) les angles que la normale au 
même point fait avec les axes des (x ,jr, z), on aura , connue 
l’on sait , 

\ cos 7 = T ’ h — V ' + P' -+- <l\ 

( ; \ " 

( cos x = — p cos 7 , cos §=. — q cos 7. 

On peut admettre que celte normale à la surface moyenne 
coupe aussi normalement les deux faces de la membrane, 
et que l’épaisseur e se mesure sur elle. 

Par hypothèse, sur toute l’étendue de e, et conséquemment 
aussi à ses extrémités, les N,, T, doivent avoir les mêmes 
valeurs qu’au point M : donc , si les forces élastiques sont 
nullcs sur les faces, il faudra , d’après les formules (8), § P , 
que l’on ait 

N, cos a -t- Tj cos (3 -t- T, cos 7 = 0, 

T., cos ï + iL cos (3 4- T, cos 7 = 0, 

T, cos a -t- T, cos (5 -f- N : , cos 7 = 0 , 
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ou , par les valeurs (3) , 

1 T. = />N, 4- ÿTj, 

(4) T, = />T, + r/N], 

( Nj — />T, -4- 7 T, = /<’ N, -f- T.pq'Vi -+■ 7 ’N, , 

équations qui établissent trois relations nécessaires entre 
les six fonctions N,-, T,. Si l’on élimine/.» et q entre ces trois 
relations, on obtient pour équation finale 

N, N, N, + 2 T,T,T, as N,Tj -+- N/TJ -t- N,T( , 

et le dernier terme de l’équation (ta), §22, est nul. Ainsi, 
en tout point de la membrane, une des trois forces élasti- 
ques principales est nulle, et toutes les autres forces élasti- 
ques sont dirigées dans le plan tangent, § 2t. Cet énoncé 
fait voir comment les conditions imposées constituent un 
cas particulier, réellement compris dans la théorie générale 
de l’élasticité. 

Trois autres équations régissent les N, , T, ; ce sont celles 
qui établissent l’équilibre d’un élément de volume. Prenons 
pour cet élément le prisme oblique, découpé dans la mem- 
brane par les quatre plans verticaux, dont les traces for- 
ment le rectangle dxdy ; ses quatre arêtes verticales ont 

pour grandeur commune — - — ou ht: ses deux faces incli- 
1 cos 7 

nées appartiennent aux deux surfaces de la membrane, et 
ne sont soumises à aucune force élastique ; ses quatre 
faces verticales (A, A', B, B') sont des parallélogrammes, 
ayant eh pour base et dy ou dx pour hauteur; l’aire de 
celles (A, A') qui sont perpendiculaires aux x est ehriy ; 
l’aire de celles (B, B') qui sont perpendiculaires auxy est 
thdx ; le volume du prisme est ehdxdy. Évaluons, pour 
l’égaler à zéro, la somme des composantes, suivant l’axe 
des x , des forces qui sollicitent cet élément : à cette somme , 
la face A fournira le terme — s h N, dy, A' le terme 
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î/i Ni -+- 



rfsAN, 

dx 



dx j dy , la face B le terme — £ h T 3 dx , 



( 

B' le terme ^ e/iT, H '’fy 'j ^ x 'i ^ es faces inclinées ne 

donneront rien ; enfin la masse p t h dx dy donnera le terme 
pthlLodxdy 5 et l’on obtiendra, en supprimant le facteur 
commun dx dy , la première des équations 



/ f/i/iN, il i h T, 
r/x 



(5) 



r/e/iT] c/e/iN, 



«te ' f/p 

d « A T 2 <7sAT, 



4- peAX„ = o , 



■ p j A Y 0 = o, 



</x 



+ 



rfr 



-4- ns A Z, = O; 



les deux autres s’obtenant par la sommation des compo- 
santes, suivant l’axe des y, puis suivant l’axe des ( z ). Si 
l’on substitue les valeurs de T*, T, (4) dans la troisième 
des équations (5), les deux premières la réduisent à 

• ' 6 > N| + 2Ta + N ’ Sp' P (Z» — pX» - <? Y.) = o. 



(*) Poisson suit une marche beaucoup plus longue et 
plus compliquée pour parvenir aux équations (5) : son 
élément de volume est un prisme droit , dont les arêtes sont 
perpendiculaires aux faces de la membrane; il lui faut 
calculer péniblement les aires et les forces élastiques des 
faces de cet élément, lesquelles faces sont toutes inclinées 
sur les plans coordonnés; l’équilibre du prisme choisi 
s’exprime alors par trois longues équations que plusieurs 
substitutions Unissent par réduire aux équations (5), si 
simplement déduites de l’équilibre du prisme oblique. J’ai 
inutilement cherché un motif qui pût justifier le choix du 
prisme droit, et je ne vois là qu’un exemple de plus des 
longueurs qu’occasionne l’oubli du principe suivant : 
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Lorsqu’on parvient à un résultat simple par des calculs 
compliqués, il doit exister une manière beaucoup plus 
directe d’arriver au même résultat; toute simplification qui 
s’opère, tout facteur qui disparaît dans le cours du calcul 
primitif, est l’indice certain d’une méthode à chercher, on 
cette simplification serait toute faite, où ce facteur n’appa- 
raîtrait pas. 

La variable z étant partout éliminée, à l aide des valeurs 
z = f (x, y)i on <Joi t regarder ici les N,-, T, comme des 
fonctions des deux seules variables Les six cqua- 

tions (4) et (5) doivent déterminer ces fonctions; deux 
seulement sont aux différences partielles du premier ordre, 
linéaires , mais à coefficients variables en général. Les déri- 
vées de z étant données en (x, y) , si l’on parvient à effec- 
tuer lintégration de ces deux équations aux différences 
partielles , et à déterminer les arbitraires par les conditions 
imposées au contour de la membrane, les N ; , T, seront 
connues. Puis il faudra recourir aux formules (i), § 20, 
pour connaître les fonctions ( </, r, iv) ou les lois de la défor- 
mation. iSous ne considérerons que le cas d’une membrane 
plane; alors l'équation (6) se réduit à Z 0 = />X„ H- q Y„ ; 
d’où il suit qu’une membrane plane ne saurait être en 
équilibre d’élasticité si la force qui sollicite sa masse n’est 
pas parallèle à son plan. 



§ 47. — Prenons pour plan des xy le plan moyen de la 
membrane dont nous supposerons l’épaisseur e constante 
ou uniforme. L’équation (i) étant actuellement z = o, 
on a /j=o,< 7 =o,/i = i; les équations ( 4 ) et ( 6 ) de- 
viennent T, = 0, T 1 =o, IS 3 = o , Z 0 = o , et. les deux 
premières équations (5) se réduisent à 



Kquillhro 
d une meiu 
branc plane 



(7) 



dN, WT., _ d T 3 , d W, 
dx dy ' dx dy 



quand on fait abstraction des X», Y*. Recourons aux for- 
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mules (i), § 20; de l’équation jV 3 = o, on peut tirer la 

dérivée ^ en ( ~ j ) ' et la substituer dans N, , N, , ce 
dz \dx dy ) 



qui donné 



N,: 



,, , 

2 fi 2(> + p)— 4-X 



dtT\ 

Ty\ 



( 8 ) 



X H- 2fi 

,, . /* 

ri! = ; » >3 — p l ~r 

x-t-2p \(ty 



dv du \ 

x -t- 2 fÂ ' r \<(y tIx ) 

% 

Ces valeurs transforment ainsi les équations (7) , 

d'v 



(9) 



il l( v •*«««, 

4 ( 5 - f*) -f-(3X-t-3«.pL) ^ 7 ^ 7 ^ -«- ( > -4- 777 T = °> 



dx dy 



d 7 u 

dÿ> 



. /y , d 7 v d 7 u . d 7 v 

4 (^ + P)^ + ( 3 X+ 2 p) — +(A + 2 p)-=0. 



Afin de traduire les conditions relatives au contour de la 
membrane, soient IVb un point de ce contour pris sur le plan 
moyen , et ç l’angle que la normale en M'-au cylindre con- 
tournant fait avec l’axe des x ; 011 aura 



j N, cos y -+- T 3 sin y = X , 
I Tj cos y N, sin y — Y , 



pour les composantes (X, Y, o) de la force élastique qui 
s’exerce sur ce cylindre en M', lesquelles doivent être res- 
pectivement égales aux deux composantes de la force appli- 
quée extérieurement au même lieu. Les équations (10), ex- 
primées en 7 - U ' V ! à l’aide des valeurs (8), devront être 
1 ' ' 



vérifiées par les fonctions (u, e) résultant de l’intégration 
des équations (9), quand on y substituera les coordonnées 
de tout point M ; du contour. 

Supposons que la résultante F de (X, Y) soit constante, 
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et normale au cylindre contournant. On aura X = F cos ç, 
Y = Fsin et les équations (to) deviennent 

i (N,— F)cos ? -t-T 3 sin ? = o, 

I T 3 cos <p-+-(N, — F) sin <p = o . 



Si l’on prend maintenant, dans toute l'étendue de la mem- 
brane , 

(la) T, = o, N, = N, = F, 



les équations (7) et (i 1) seront satisfaites, et les dernières 
quel que soit c'est-à-dire que la membrane plane sera éga- 
lement tendue dans tous les sens, et partout; de telle sorte 
qu'on pourrait, sans troubler son équilibre d'élasticité, la 
limiter par un cylindre contournant de forme quelconque , 
pourvu qu’on appliquât normalement à ce cylindre, et sur 
toute sa surface latérale , une traction d'intensité con- 
stante F. C’est ce cas, extrême et simple, dont il nous im- 
portait de bien établir la possibilité. Les valeurs (12), sub- 
stituées dans les équations (8), donnent 



(.3) 



fin dv 
dx dy 




> + a F F 

3> 4 - 2 (* ’ 



du dv 
dy + Tx= 0 ' 



d’où l’on conclut par l’intégration : u — ax — b y , 
v — a.y-\-hx\ l’origine des coordonnées étant supposée 
fixe, et b étant une constante arbitraire. Mais les termes 
en h indiquent un déplacement par rotation autour de l’axe 
des s, lequel ne ferait uaitre aucune force élastique; 011 
peut donc supprimer ces termes , et prendre 



(»4) 



« = ax , 



<’ = ay , 



JL F 

3 p 3 i -t- 2 p ' 



pour représenter la loi du déplacement moléculaire dans 
une membrane plane, également tendue dans tous les sens. 
La traction constante F est ici rapportée à l’unité de sur- 

8 



; 
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♦ ace; ou bien, F edi est la traction exercée sur l’élé- 
ment ida de la surface du cylindre , compris entre deux 
arctes séparées par une étendue d a du contour. 

Le coefficient a représente ici la dilatation linéaire; cette 
dilatation est la même dans toutes les directions, et en tous 
les points de la membrane ; elle est proportionnelle à la 
traction F; si F = i , elle devient 



(i5) 



j'= _l±ge_. 

?.p(3X •+ 2[x) 



ÎNous avons vu, § 29, que, dans un solide homogène et d’é- 
lasticité constante , sur la surface duquel s’exerce une pres- 
sion égale à l’unité, la contraction linéaire., partout la 
même, est 



3 X 



2ft 



Enfin, on sait que la dilatation, dans un fil tendu par une 
force égale à l’unité, est 



r - _ , L±.f- 

fi (3X +- 2 fi) 

En rapprochant ces trois coefficients spécifiques, on a la 
proportion multiple 

Æ : 5 " : : 2 j* : jx + x : 2 p -t- ax . 

Suivant Poisson, qui admet la relation fausse X = fu., on 
aurait 

-î : <r : S" :: 2 : 3 : 4. 

Suivant M. Wertheim, qui admet la relation douteuse 
A = au, ou aurait 



rî : 'V : r : : t : 2 : 3 ; 

c'est-à-dire que la dilatation serait en raison inverse du 
nombre des dimensions qui la subissent. 
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§ 18. — Il est maintenant facile de former l’équation Membrane 
aux différences partielles, qui exprime la loi des vibrations 
transversales d’une membrane plane , également tendue. On 
fait abstraction de toute force extérieure sollicitant la masse; 
la membrane plane est horizontale; sur son contour, quel 
qu’il soit, on applique des tractions normales au cylindre 
contournant, et d’intensité constante F ; puis on ébranle la 
membrane, de telle sorte que chacun de ses points monte 
ou descende, et vibre ensuite sur une verticale, ou parallè- 
lement aux z; il s’agit de trouver la loi de ce mouvement 
vibratoire. À l’époque t , un point IM de la membrane, dont 
les coordonnées primitives étaient (a?, y, z = o), aura pour 
nouvelles coordonnées (x-+-u, y - t- e, z = o -f-w) ; («, e) , 
indépendants de t et ayantles valeurs ( 1 4 ) ■> sont les projec- 
tions du déplacement produit par la traction F seule, sans 
mouvement subséquent; w, fonction de (x,y, t), est le dé- 
placement variable pendant la vibration. On admet que les 
forces élastiques qui , naissant du mouvement , s’expriment 
par les dérivées de iv, disparaissent devant celles, incom- 
parablement plus grandes, dues à la traction F; on devra 
donc prendre simplement N, = N* = F; en outre, puisque 
u — ax , v = ay, on a T, = o. Ces valeurs étant Substi- 
tuées dans l’équation (6), où actuellement z n’existe que 

, tl'w . 

par w , et ou p = o , q = o , A 0 = — > on a de suite 



F 

^ “ 5 

P 



. c fl 1 IV /<■/*«' (V M'\ 

('«) *r = *q 3T + ^J' 

pour l’équation cherchée. 

•§ 49. — L’intégration de celte équation aux différences 
partielles du second ordre à trois variables, fera connaître 
la loi des petits mouvement* de la membrane. Pour cela, 
la fonction iv intégrée doit être telle, qu’elle se réduise 
à zéro à toute époque, pour les valeurs des coordonnées 

8. 



5létlio<Iu 

ü'intëitrallon. 
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qui appartiennent aux différents points du contour fixe et 
donné; il faut, de plus, qu’à l’origine du temps , la fonc- 
tion iv et sa dérivée — aient les valeurs qui correspon- 
dent à l'état initial; c’est-à-dire à l'instant où les déplace- 
ments, cessant d’obéir à l’ébranlement primitif, ne sont 
plus régis que par les forces élastiques. Dans toutes les ques- 
tions de Physique mathématique, c’est le même problème 
d’analyse qui se présente, avec quelques différences dans la 
forme ou dans l’énoncé. Les géomètres modernes ont com- 
plètement résolu ce problème dans un grand nombre de cas , 
et c’est là une de leurs découvertes les plus utiles. Nous sai- 
sissons l’occasion qui se présente ici d’indiquer cette solu- 
tion sous un point de vue plus général que celui du § 44 . 

Supposons que la membrane ait pour contour fixe un rec- 
tangle dont un sommet soit l’origine des coordonnées, les 
deux côtés adjacents étant / sur l’axe des a:, /' sur l'axe desjy. 
La fonction tv, de ( x , y, l) , devra : i° vérifier l'équa- 
tion (i 6) ; a° s’annuler pour x=o, x= /, quels que soient 
(y, t), pour y = o, y — quels que soient (x, t); 3° re- 
produire l’état initial représenté par les deux fonctions 
données 

(17) «’.=/(*, y), (£) = F (*,v); 

l’Indice zéro indiquant que l’on fait < = o, dans la fonc- 
tion iv et dans sa dérivée —■ Les deux premières coudi- 
lions sont satisfaites par la série double 

« 

( H cos y f -+- H' sin 7 1 ) sin ir. - sin i ' * j,\ 

chaque terme contenant deux nombres entiers quelconques 
t et i' , le paramètre • 

(’9) Y = '•* 
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et lieux coefficients indéterminés H, H'; la double série 
s’étendant à tous les nombres entiers pour i et pour i'. En 
effet, ou reconnaît facilement que chaque terme de \v (t8) : 
i° vérifie l’équation (16) quand y a la valeur (19), et 
2 0 s’annule pour x = o , pour ^ = 0, V . La reproduction 
nécessaire de l’état initial (17) conduit à rendre séparé- 
ment identiques les deux équations 

H sin ir. y sin i’ir = f{x, y), 

7 H' sin »ir - sin i'ir j r = F (x, y). 

Or, ou sait que , dans ces équations, les premiers membres 
donneront les mêmes valeurs que les seconds , pour x com- 
pris entre o et /, y entre o et l\ c’est-à-dire pour tous les 
points de la membrane, si les coefficients 11 et H' sont les 
deux intégrales définies doubles 

J f /(a, (JJsiniVysin/'jr^rfjli/». 

H' = Ç I F ( a , (5) sin tir J sin i'n j, dfyilu. ; 

les fonctions données, f et F, étant essentiellement nulles 
sur le contour de la membrane qui, par sa fixité, n a pu 
être ébranlé* Ainsi, la fonction te (18) , où les coefficients 
11 et H' ont les valeurs (21), satisfait à toutes les condi- 
tions imposées, et représente la loi du mouvement d’une 
membrane rectangulaire. 

§ 50 . — Cette solution générale mérite d’être éclairée 
par un exemple. Prenons 

ldtv\ . , 

«'• =/(*,/) = **(./ — *) y ( 1 — r)> \-fi ) = 1 ‘ (■*>/)— °> 





A ppllcadon 
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ce qui suppose que la membrane, déformée par l'ébranle- 
ment, ait été abandonnée sans vitesse lorsqu’elle figurait la 
surface légèrement courbe, représentée par l’équation 

z = kxy (l— x) (/' — y), 



où h est une très-petite quantité et qui satisfait à la con- 
dition de fixité du contour de la membrane. La valeur 

maxima de l’ordonnée z a lieu pour x = - » y = - ; dé- 
signons cette valeur par h, ligne très-petite, on aura 




Puisque F = o, on a H' = o. On évalue facilement II, 
lorsque f (a, ( 3 ).= A a (Z — et) . j 3 (Z — ( 3 ) , si l’on constate 
d’abord la valeur de l’intégrale définie 



f 

** O 



u (X — u ) sin q-, 



J* 



où q est un entier, laquelle est zéro si q est pair, et égale 

à si q est impair. C’est ce qui fait disparaître tous les 

termes de w (18), où i et i' ne sont pas tous les deux des 
entiers impairs ( 2 / i , 2y'-4-i); pour les termes qui 

restent, on a # 



/ 2 \ s 16A 

U/ (V+ O 3 - (a/ 4-i)*’ 



et la série W devient 




sin ( 2 y + l) * ï sin (2/+i)ir^ 
2 ( 2> -h i }* (s/h-i)’ 



cos 7 r , 
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où le paramètre y est 

La série (t8), qui exprime la loi des petits mouvements 
de la membrane rectangulaire, se compose en général d'une 
infinité de termes; mais chacun de ces termes pourrait 
exister seul, si l'ctat initial s'y prêtait: il suffirait, pour 
cela, que les fonclionsy’ct F (i j) fussent toutes les deux 
égales au produit des sinus en x et en y, qui caractérise 
en terme, multiplié par des facteurs constants, § 4t. 
(iliaque terme de la série w représente donc un des mou- 
vements possibles; ce mouvement simple est périodique, 
puisque le temps t n’y entre que sous des signes trigouo- 
mélriques ; c’est un mouvement vibratoire, un son , dont 
nous étudierons la loi dans la Leçon prochaine. En résumé, 
le mouvement le plus général de la membrane est le ré- 
sultat de la coexistence ou de la superposition d’une infi- 
nité de sons ou de mouvements vibratoires simples; et 
l’état initial , qui détermine les coefficients , ne fait qu'assi- 
gner à tous ces mouvements simples leurs amplitudes re- 
latives; car, lorsque la tnèinc membrane est ébranlée d’une 
autre manière, les mêmes sons se produisent encore si- 
multanément, c’est-à-dire que les mêmes mouvements vi- 
bratoires simples se superposent, seulement les rapports 
de leurs amplitudes ne sont plus les mêmes, 

§ ül . — îNous avons dit , § 39 et § -46 , que les fils et les 
membranes sont des cas singuliers ou très-exceptionnels 
delà théorie de l'élasticité des solides; la considération des 
surfaces isostatiques, dont nous parlerons plus tard , § IM), 
le fait voir très-nettement, en donnant immédiatement 
toutes les conditions qui régissent ces exceptions. Mais ou 
peut son assurer, quoique moins complètement , par la 



Caraclêri 
exceptionnel 
des fils et des 
inciubraueb. 
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discussion suivante. Désignons par (F, G, H) les trois coef- 
ficients de l’cqualion (ta), § 22, qui donne, en chaque point, 
les trois forces élastiques principales-, supposons que le 
milieu solide, soumis à des efforts extérieurs , soit en équi- 
libre d’élasticité, et qu’une intégration convenable ait dé- 
terminé les fonctions N , T,-; alors les coefficients (F, G, H) 
seront aussi des fonctions connues de (x,y, z). Cela posé, 
l’équation H = o représentera une surface particulière, 
lieu géométrique de tous les points du solide où l’une des 
forces élastiques principales est nulle; cette surface pourra 
figurer une membrane élastique , mais il faudra pour cela 
que les deux forces élastiques principales ^ q U ; res t en t en 
chaque point, soient dirigées dans le plan tangent, et 
qu’elles soient entre elles dans un certain rapport dépen- 
dant des deux courbures de la surface. Le groupe des deux 
équations H = o, G=o, représentera une ligne courbe, 
lieu géométrique des points du solide où deux des forces 
élastiques principales sont nulles 5 cette courbe pourra figu- 
rer un fil élastique, mais il faudra pour cela que la force 
élastique qui reste soit dirigée suivant la tangente. Enfin, 
le groupe des trois équations H = 0, G = o, F = 0, donnera 
un ou plusieurs points du solide où toutes les forces élas- 
tiques sont nulles. • 
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DIXIÈME LEÇON. 

à 

Vibrations transversales des membranes planes. — Membrane carrée; clas- 
sement des sons; ligues nodales. — Membrane rectangulaire. — Membrane 
triangulaire équilatérale. 



§ 52. — L’objet delà Leçon actuelle est d’étudier les dif- 
férents ternies de la double série qui exprime la loi géné- 
rale des petits mouvements transversaux d’une membrane 
plane, rectangulaire, carrée, ou triangulaire; de classer 
les états vibratoires simples, ou les sons que représentent 
ces termes ; enfin de déduire de ce classement les systèmes 
nodaux qui accompagnent les sons. Nous nous proposons 
surtout de faire voir que certaines propriétés des nombres 
entiers sont essentielles à connaître, pour accomplir ce tra- 
vail , et lui donner la clarté nécessaire. C’est pour avoir mé- 
connu ce lien naturel entre les vibrations et les nombres, 
que certains travaux sur ce sujet sont obscurs et incom- 
plets. Comme il sera souvent question de vibrations dans la 
suite du Cours, la discussion que nous entreprenons y 
trouvera de fréquentes applications; on peut la regarder 
comme un travail préliminaire indispensable. 

Chaque terme de la série ie ( 18 ), § 49, contient le pa- 
ramètre y, qui assigne la durée 5 de la vibration, et la hau- 
teur 3t> (/',«') du son, lors du mouvement vibratoire simple 
que ce terme représente; on a 




Membrane 

rectangulaire. 
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Si les côtés de la membrane rectangulaire, Z et Z', ainsi que 
leurs carrés , Z 1 et Z' ! , sont incommensurables , les sons que 
la membrane peut produire forment une infinité de séries 
naturelles, analogues chacune à la série des sons d’une 
corde vibrante. Le son fondamental, ou la base de chaque 
série, est une valeur de (Z, i') pour laquelle les entiers Z 
et i' sont premiers entre eux ; tous les sons de cette série 
sont représentés par <Db (/«/, mi'), où m est un nombre en- 
tier quelconque; et il y a autant de séries distinctes ou in- 
commensurables entre elles, que de valeurs de > (/, Z 7 ) 
dans lesquelles Z et i' sont premiers entre eux, c’est-à-dire 
une infinité. A chaque son (Z, Z f) fondamental ou mul- 

tiple, ne correspond qu’un seul terme de te; le système 
nodal qui l’accompagne, provenant de l'annulation du pro- 
duit des deux sinus eu x et en_y qui caractérise- ce terme, 
se compose, sans aucune variation possible, de (Z — i) li- 
gnes parallèles aux x , et de (Z — i) parallèles auxj', par- 
tageant le rectangle de la membrane en ii' concamérations 
rectangulaires égales. Mais, si les côtés Z et Z', ou leurs 
carrés Z 1 et Z /! , sont commensu râbles, les sons se groupent 
d’une autre manière; de plus, il existe des sons auxquels 
correspondent plusieurs termes de in, conséquemment des 
systèmes nodaux très-variés, composés de droites parallèles 
aux côtés, de droites inclinées, ou enfin de lignes courbes. 
Pour débrouiller ces lois compliquées et assigner les causes 
de ces variations, il importe de considérer d’abord le cas 
oii V — Z, c’est-à-dire celui d’une membrane carrée. 

§ 53. — Les petits mouvements d'une membrane carrée , 
dont le cÔLé est X , sont représentés par la série 



( = ) 



3C Y 

H sin i v - sin f'jr y cos 7 1 , 



lorsque l’état initial a eu lieu sans vitesse, hypothèse de 



.Digitized by Google 




SUIS I. ÉLASTICITÉ. I u J 

simplification qui n’altère pas les conséquences générales 
de la discussion suivante. A chaque terme de la série (2) 
correspondent le paramètre y et le son (t,t' ), ayant 
pour valeurs 

(3) X (i, /') = ~ s/i' + ï' = ~ fa 

Le son le plus grave pour lequel la membrane puisse vibrer, 
correspond à i = i' — 1 , d’où m= a, - 3 c (1 , 1) = y'a. 
Tout nombre ni somme de deux carrés , non carré, et non 

divisible pour un carré, donne un son — V"* , qui forme 

la base d’une série de sons commensurables; nous appel- 
lerons m, ainsi défini , Y argument de la série dont la base 

est DZ> = \ üi ; suivant qtte m ne sera décomposable que 

d’une seule manière en une somme de deux carrés, ou le 
sera de deux , de trois manières, nous dirons que l'argu- 
ment est simple, double , triple. La suite des arguments est 
(2, 5, 10, 1 3 , \ y , 2G, 2p, 34, 3 j, 4 1 , 33, 08, fit, fia,. . .). 

La formule = J — \jm comprend tous les sons de la 

série dont l’argument est m, si l’on donne à J toutes les va- 
leurs entières; les termes de te, qui appartiennent à ces 
sons, reproduisent, sans exception, toutes les solutions de 
l’équation indéterminée 

( 4 ) P -H «'*=»» J*. 

Il existe, en outre, une série singulière , celle des sons 
comprenant toutes les solutions en nombres entiers de l’é- 
quation indéterminée 

(5) P -+-/'* = J-, 
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lesquelles solutions sont données pat - les formules connues 
( 6 ) i — p'—q\ i' = 2.pq, J =p‘ + q\ 

où p et q sont des entiers quelconques. Les sons de cette 
série ont pour expression J ; mais la série est incomplète, 

et même la base est virtuelle , car le son ^ ne peut pas être 
produit par la membrane carrée. Cette série à base vir- 
tuelle est 1 5 — ~ 5 i o i 3 — »••• ) » ou bien X (3, 4), 3^(5, 8 ), 

X (5,i 2), ... ; on peut dire, par extension , que son argu- 
ment est l’unité. 

§ 54. — Quand on veut former l’equation des lignes np- 
dales qui peuvent accompagner un son désigné, à l’unisson 
duquel la membrane carrée puisse vibrer, il faut nécessai- 
rement connaître le norabredes termes de te ( 2 ) qui appar- 
tiennent à ce son. La base n’a qu’un terme; toute 

autre base dont l’argument in est simple et égal à (a 5 —J— ) , 
a deux termes : l’un où i — a , i' = ft , l’autre où ï = ( 3 , 
i'=ci. Quand l’argument est double, la base a quatre 
termes; six termes quand l’argument est triple. Pour indi- 
quer qu’au son X (i, i') appartiennent deux termes, nous 

l’écrirons X • Par exemple, l’argument 771=2 donne 

la base à un seul terme X ( 1 , 1 ), l’argument m = 5 la base 
à deux termes X(J), l’argument double m — 6 5 la base 
à quatre termes X (J) = X ( j ). Tout son multiple 

X,- — i ~ m possède un nombre de termes égal «à celui 

des solutions de l’équation (4), où J est donné; si J n’est 
pas décomposable en deux carrés, X, a autant de termes 
que la base ; mais si J est de même espèce que les arguments, 
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le nombre des termes de X >j est plus grand, et voici comme 
on le trouve : 

Pour l’argument m — i , soit 3 = a* -+- ù*, on aura un 
couple de solutions de l’équation ( 4 ), en prenant pour i 
et i’ les deux nombres 

a 1 — b 7 rfc 2 ab ; 



ce qui donnera deux termes outre celui qui correspond à 
i' = i — J, c’est-à-dire trois en tout. Par exemple, m étant 
2 , pour J = 5 le son X (5 , 5 ) = X ( ; ) a trois termes. Pour 
un argument simple, m = oc 1 -+- /S*, soit J = «’ -f- on 
aura des solutions de l’équation ( 4 ), en prenant les valeurs 
absolues de i et i' données par les formules 



|( = a(o î — b 7 ) ■jp 2$ab , 
| i'=îs(ii± — b'). 



où les signes supérieurs et inférieurs se correspondent; ce 
qui donnera quatre termes comprenant, ou ne comprenant 



pas , ceux de X 




c’est-à-dire quatre ou six termes; 



par exemple, pour m = 5 , si J = 5 le son a quatre ter- 
mes X ( '* ) = X ( ) ; si J = 1 3 le son a six termes 

36 (JJ) = (Y) = ’N* (”)• Pour un argument double 

m — a* 4 - jS’ = *'* -f- jS'*, soit encore J = -f- b*, on aura 

des solutions de l’équation (4) en prenant pour /et /' les 
valeurs absolues données par les formules ( 7 ), et par des 
formules semblables où a et (V remplaceraient a. et (5; ce 
qui^ donnera huit termes comprenant, ou ne comprenant 



pas, ceux de X ( J* ) , X ('j,) 



c’est-à-dire huit ou douze 



termes; par exemple, pour m = 65 , si J = 5, le son a huit 
termes 



5-^5 = X(V 



= X(jJ) = X(JJ) = X(JJ), 
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si J = 1 7, le son a douze termes 

.7 ~s/65 = X ( = 06 ( V. 9 ) = 06 ( V.* ) 

= 06(‘,v) = x(v;) = 06(';’). 

. Nous ne pousserons pas plus loin ces règles partielles ni 
ces évaluations numériques; ce qui précède indique suffi- 
samment la marche à suivre pour déterminer les termes qui 

appartiennent à un son désigné 06/ = J — \Jm , parmi tous 

ceux que la membrane carrée puisse admettre ; et cela , quel 
que soit le degré de multiplicité de l’argument rn , et lors 
même que J serait décomposable de plusieurs manières en 
deux carrés. 



§ 55. — Donnons maintenant quelques exemples de la 
détermination des lignes nodales. Le son 36 (1, 1) = — V 2 
n'a qu’un terme; son système nodal , donné par l’équation 



x . y 
siriir — sm n — 



ne comprend que les côtés. Le son 06 (2, 2) = 2 ^ y fâ , 

octave de la base 06 (t, 1), n’a aussi qu’un terme; son 
système nodal , donné par l’équation 



x . y 

sin 2 n - sm 2 ir — — o , 

À A 



comprend , outre les côtés, deux parallèles à ces côtés , me- 
nées par le centre de la membrane. Le son 06 ( ’ ) = \/5 a 

deux termes; son système nodal, représenté par l’équation 

x . y x . y 

a sinîs- sm ir - + n smr-smJi: 7 = 0, 
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ou par celle-ci , 

x . y ( x , y\ 

sin c 7- sin it — I a cos jr - + a cos ir - J = o, 

donne, outre les côtés, la ligne droite ou courbe, repré- 
sentée par l'équation 



(8) 



x , 3 

a cos 7r — — I -a cos tt - = o ; 

A X 



les coefficients a çt a' ayant des valeurs qui dépendent de 
l'état initial; si a' — o, la ligne ( 8 ) est une seule droite, 

.r = ^ 5 parallèle aux x et menée par le centre de la mem- 
brane; si a — o, la droite y = -» est parallèle *aux_y ; si 

a' = — n, la ligne ( 8 ) est la diagonale y—x qui passe 
par l’origine ; si a! — a , c’est l'autre diagonale y x — ^ ; 

a > 

enfin, pour toute autre valeur du rapport — > la ligne ( 8 ) est 

courbe, elle passe par le centre où elle s’infléchit, de 
manière à toujours présenter sa concavité à une même 
diagonale. 

Le son OU (3, 3) = 3 — octave de la quinte du 

son ( 1 , 1 ) , n’a qu’un terme: son système nodal comprend , 
outre les côtés, deux trisectrices parallèles aux x , deux 
parallèles aux y , ce qui partage la membrane en neuf carrés 

égaux. Le son OU ( j ) = ^ v^ïo a deux termes ; son système 

nodal est représenté par l’équation 

■ 1 x ■ y , t ■ x 1 y 
a sin i jr - sin jr ; — H a sin n — sin 3 ir — o , 



ou, puisque sin 3 <p = sin 9 (4 cos’ç — 1 ) , par celle-ci , 

X sin Tt T U (4 <"OS 5 * T — -+- a ' (^4 COS 3 7T^ — l'j'j — O, • 



sin n 
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et donne, outre les cotés, le lieu géométrique dont l’équa- 
tion est 



( 9 ) « ^4 cos ’ 77 ^ — t j 4 - a ( 4 cos 7 n ' ^ — i J = o ; 

si a' = o , ce sont deux trisectrices parallèles aux .r; 
si a = o , deux parallèles aux jp; si a' = — a , c’est l’en- 
semble des deux diagonales ; si a' = a , l’équation (9) 
devient 



ou bien 



X Y 

2 cos’ 77-4-2 cos’ n~ — 1 = 0, 



x y 

I -+- COS 2 77 - 4 - COS 2 77 — = O , 



et représente une courbe fermée, laquelle coupe chaque 
diagonale en ses deux points trisecteurs, et en leurs milieux 

les quatre lignes ^ menées du centre au contour parallèle- 
ment aux côtés; c’est une courbe ayant huit sommets, une 
sorte de cercle légèrement aplati au voisinage des diago- 
nales. Le son {]) = — \Ji'i a deux termes; son système 
nodal est 



a sin 377 ^ sin 277 ^ 4 - a’ sin 277 ^ sin 3 t 7 — o, 



ou bien 



X y 

sin 7r - sin 7T - 



a cos 77 ~ ^4 cos’t? ^ — 1 ^ 
:ï( 4 c OS ’ 77 |-,) 



= O, 



4 - a ' cos 77 ; 

et . outre les côtés , comprend le lieu géométrique 

(10 ) a cos 77 ^ ( 4 cos’77 - 1 ^ 4 -a' cos 77 ^4 co&1 77 ^ — 1^ = 0; 
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si a' = o, cc sont deux triscclriccs parallèles aux x, et 
une bissectrice parallèle aux y ; l’inverse a lieu pour a = o; 
si a’ = a , l'équation (io) devient 



^COS TT ^ 4- cos jr ^4 cos ir î cos it — 1^=0, 



et comprend , outre la diagonale y -4- x — X , la courbe 



r x y 

4 cos ÎT — cos 1t - = i , 

XX 

qui figure deux parties d’une sorte d’hyperbole équilatère, 
dont les asymptotes, partant du centre, seraient parallèles 
aux côtés , l’origine des coordonnées étant intérieure à l’une 
de ces pallies; si u' = — a, on obtient la même figure re- 
lativement à la diagonale y — x. 

La discussion des systèmes nodaux, appartenant à d’au- 
tres sons de la membrane carrée, nous conduirait trop loin. 
D’ailleurs, cette recherche ne tarderait pas à devenir ina- 
bordable : s’il s’agissait, par exemple, de démêler toutes 
les variétés des systèmes nodaux qui peuvent accompagner 

le son 17-^vteb § 54 , et qui sont représentés par une 

équation de douze termes, contenant conséquemment onze 
coefficients, cc serait entreprendre un travail au moins com- 
parable à celui de la discussion complète des courbes du 
troisième et du quatrième degré. Le très-petit nombre de 
systèmes nodaux de la membrane carrée que nous avons dé- 
crits, comparé au nombre, infini de tous ceux dont l’ana- 
lyse indique l’existence, laisse un champ vaste, et l’occasion 
d’une sorte de triomphe, aux expérimentateurs qui ont 
pris pour sujet de leurs recherches les figures si variées que 
le sable dessine sur les surfaces vibrantes; il faut nous ré- 
signer à celte défaite. 

9 
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§ 56. — Revenons maintenant à la membrane rectangu- 
laire. Si les côtés sont commensurables , et que l’on ait 
l = , I' — e'X , e et e' étant des entiers , le son correspon- 

dant à l’un des termes de te ( 18 ), § 49, sera 




si l'on prend i— cj , ï — e j' , le son devient Jï>= — \ j* y' 5 . 

ou l’un quelconque des sons appartenant à la membrane 
carrée de côté /. Ainsi , parmi les sons de la membrane rec- 
tangulaire, se trouveront tous ceux pour lesquels cette 
membrane se divisera en ee! concamérations carrées et éga- 
les entre elles; et toutes ces concamérations, pouvant vi- 
brer à l’unisson de la membrane carrée de côté X, celle-ci 
leur communiquera tout son cortège de séries de sons, de 
multiplicité de termes et de lignes nodales courbes. Mais 
tout n’est pas fini avec la théorie des nombres; car, comme 
on va le voir, la membrane carrée n'est qu’un cas paiticu- 
lier, entre une infinité d’autres pour lesquels il faut aussi 
recourir à cette théorie. 

Lorsque les carrés des côtés, /’ et /'*, sont commensura- 
bles, le classement des sons de la membrane rectangulaire 
ne se fait pas non plus de la même manière que lors de 
l'incommensurabilité complète étudiée au § 52; et il existe 
aussi des sons auxquels appartiennent plusieurs termes 
de te ; mais , pour traiter ces cas nouveaux , il faut avoir re- 

/» 

cours à d’autres propriétés des nombres. Si l’on a l'* — 

A étant un nombre entier non carré, un son quelconque de 
la membrane sera î)ô.= ~-j V * 1 A i'~ ; alors il y aura au- 
tant de séries de sons, ou autant de bases de séries qu’il 
existe d’arguments m de la forme (?' s -f- Ai'*) . non carrés et 
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lion divisibles par un carré; plus, une série singulière, ou. 
«à base virtuelle, comprenant toutes les solutions entières de 
l équation t* + At' ,1 = J*j et pour déterminer le nombre 

f 

des termes appartenant à un son désigné -X = J— y/», il 
faudra résoudre en nombres entiers l’équation 
/’ -+• A/' 1 ’ = ni P , 

lorsque J sera de même espèce que les arguments. Si l’on a 
, A et B étant des entiers non carrés, 

A B 

la valeur générale de sera y/Ai ! -t- B/'*, et ce seront 

les propriétés des nombres de la forme (Ai* -+-Bi'*) qui 
régleront les bases des séries, et la multiplicité des termes 
appartenant à chaque son. Ainsi , bon gré, mal gré, il fau- 
drait passer en revue les propriétés de toutes les formes qua- 
dratiques des nombres entiers, si l’on voulait traiter com- 
plètement le cas de la membrane rectangulaire. Aussi 
laisserons-nous cette tâche à d’autres , plus patients et plus 
habiles. 

§ ti7. — La membrane dont le contour est un triangle 
équilatéral mérite d’ètre étudiée; sa comparaison avec la 
membrane carrée conduit à des rapprochements remar- 
quables, que l’expérience pourrait vérifier. On traite cc 
nouveau cas à l’aide d’un genre de coordonnées que j'ai in- 
troduit, pour exprimer l’équilibre cl le mouvement de la 
chaleur dans le prisme triangulaire régulier. Soient O le 
centre et l le rayon du cercle inscrit au triangle équilatéral ; 
par un point intérieur menons trois droites parallèles aux 
côtés, abaissons sur ces droites, et du point O, trois per- 
pendiculaires; ces perpendiculaires, désignées par P, P', 
P", forment trois coordonnées, positives vers les côtés, né- 

9 - 
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gatives vers les sommets, et dont la somme est toujours 
nulle - , ainsi l’on a 

P + P' + P"=o, 



et les côtés sont représentés par les équations P= /, P' = /, 
P" = /. La fonction W de (P, P', P", <), qui donne le dé- 
placement normal et variable d’un point quelconque de la 
membrane, doit : i° vérifier l’équation (16), § 48, trans- 
formée convenablement; a° s’évanouir séparément pour 
P = /, P = l' , P = quel que soit t, puisque le contour 
est fixe; 3° enfin reproduire l’état initial pour / = o. Nous 
supposons cet état initial sans vitesse et symétrique par rap- 
port à l’axe de la coordonnée P. 

Ces conditions sont satisfaites par une fonction de la 
forme 

(il) W = JFHV cosyf, 

V étant la somme suivante : 



27C , 



V = sin— (À P -h p P' 4- » P" 4- 3 U) 



2ït 



-t- sin — (f*P-f-vP'-t-).P"-f'3fi/) 



1TX 



( 12 ) \ 



i-t- si n — ( v P 4- 1 P ' -h P * -t- 3 v / ) 



. 2 TT 



+ sin 4-^ (vP + |i P' + ÀP" + 3v/) 



2jr , 



-4- sin — (fiP + ÀP'-t- » P" -t- 3 ,*/) 



. 2 7T /s _ 

sin — (XP- 
Q / 



. P' 



•3 1/), 



où ()., fx. v) sont des entiers, positifs ou négatifs, tels que 
(i3) * -f- p -f- v = o , 
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et desquels deux (u , v) soûl arbitraires; le carré du para- 
mètre y a pour expression 



(- 4 ) 



/’ = *’ (^7^ [(v + p’ + »’)— (p + vi 



= ^nr (f ‘ , " Hf ‘ v + v,)i 



la seconde forme résultant de l’élimination de X, faite à 
l’aide de la relation (i 3 ). La somme V (i a) peut être consi- 
dérée comine une fonction de (.r, y) \ car chaque P (,) est 
égal à un binùme de la forme (/ra (,) .r-f- n f,) r), où m (,) et 
sont le cosinus et le sinus de l’angle que l’axe des P (,) 
fait avec l’axe des x. On reconnaît que cette fonction V vé- 
rifie l’équation 



d ' V tl* V 

<lx' dy‘ 







O, 



quand on a égard aux relations très-simples que les po- 
sitions relatives des axes des P (,) établissent entre les 
(nd**, /i <,) ); d’où résulte évidemment que chaque terme de 
W (ii) vérifie l’équation 

d‘w fdUv d‘‘tv \ 

dt 1 \ dx 1 dy* J 

On reconnaît aussi que V (12) $ annule séparément pour 
P = /, P'= / , P ,; = /. Nous nous dispensons de reproduire 
ici toutes ces vérifications, et de donner la valeur du coeffi- 
cient II, que détermine l’état initial ; ces questions d’ana- 
lyse sont développées dans le travail indiqué plus haut. 

La loi des petits mouvements de la membrane triangu- 
laire est donc donnée parla double série W (ti). Chaque 
terme pourrait exister seul, si l’état initial s’y prêtait; il 
représente un des mouvements possibles ou l’un des états 
vibratoires de la membrane; le paramètre 7 détermine la 



♦ 



Digitized by Google 




j 34 LEÇONS 

durée G de la vibration et la hauteur X, (p, v) du son qui 
en résulte; 011 a 



■ 5 ) 



2 CT / fx 2 (XV -H v' 

= - 3 TV 3 ’ 7G = 2 "’ 

V* 






.1 » /P* 
3 / 



le triangle ayant pour hauteur h = 3 /, etpour côté a — il\'i , 
ou peut écrire 



(16) Jh((*,v) 






+ fi-j H- v 2 

3 



2C / 

' 32 ^* + p» 



Telle est l’expression générale de tous les sons, à l’uuisson 
desquels la membrane triangulaire équilatérale peut vibrer. 
Ces sons se distribuent en autant de séries qu’il existe d’ar- 
guments m de la forme ( u? -4- pv 4- v 8 ), non carrés, et non 
divisibles par un carré. 11 y a de plus une série ayant pour 



base virtuelle 




et qui comprend toutes les solutions 



en nombres entiers de l’équation 



[A 2 -4- ,MV ~h V 2 = J* ; 



le son X> = 7 -- > qui correspond h fx = 5 , v — 3 , appar- 
tient à cette série. A un même son peuvent appartenir plu- 
sieurs termes de W ; c’est ce qui arrive, par exemple, pour la 

base de la série dont l’argument est 91 , car on a % = ~ y/9 1 , 
en prenant, soit (p — 6 , v = 5 ), soit (p = 9 , y = 1). Eu 
général , pour trouver tous les termes du son 0 Z> = J ~ y/m, 
il faut avoir recours aux solutions entières de l’équation 



u 7 -f- y.'j H- v 1 = ni J% 
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lorsque J est de l'espèce des arguments, ou de la forme 
(«* -f- 36’), car on a identiquement 

4 p + •>’) = ((* + v) J + 3 (p -t- •■»)’. 

Le son le plus grave de la membrane triangulaire est 
= y ; c'est aussi le son le plus grave d’une membrane 
carrée dont la diagonale serait M 33. Quand (y, v) sont 
tels que — y-ltJL es t ] a somme de deux carrés (a* -+- (S*), 

le son devient 3T> = ' cl appartient aussi à la mem- 

brane carrée dont le côté serait - ; c'est le barré inscriptiblc 
dans le triangle: celte circonsiance a lieu, parexemple, pour 
( y = 5 , v = a) d’où Jô = c \J 1 3, pour (y. = i o, v = y) d’où 

•70 = ^ 73 . Lors(jue v — y,/. = — au , ou que les deux 
nombres (y, v) sont égaux, le son appartient à la série dont 
( * ^ est la base; on parvient alors à mettre la somme N ( 12 ) 
sous la forme 

_ . y . u . //" 

V = OSItl UL7T -r SIU U7T — Sin U 17 — > 

1 h ' h h 

où p [,) = l — P 10 , en sorte t|ue ( />, />', p") sont les distances 
d’un point de la membrane aux trois côtés du contour; le 
système nodal, provenant de l’annulation de celte valeur 
de V, se compose de droites parallèles aux côtés, lesquelles 
partagent la membrane en y * concamérations triangulaires 
égales. Pour les sons des autres séries, où (y, v) sont iné- 
gaux, le système nodal peut être beaucoup plus complique 
et souvent courbe. 
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* L'objet decellc Leçon paraîtra sans doute fort peu im- 
portant aux ingénieurs qui s'intéressent spécialement à 
l’équilibre d’élasticité. Mais, outre qu'il est souvent néces- 
saire d’étudier l'effet des vibrations sur certaines construc- 
tions, le temps n’est-il pas venu de se demander si l’état 
moléculaire des corps dont le repos nous parait le mieux 
établi, est bien réellement un état statique; s’il n’est pas, 
au contraire, le résultat de vibrations très-rapides, et qui 
ne s’arrêtent jamais? Tout porte à penser, en effet, que le 
repos relatif des molécules d'un corps n’est qu’un cas très- 
exceptionnel , une pure abstraction, une chimère peut-être. 
Cette idée pourra paraître singulière; mais, patience, avant 
peu le nouveau mode d’enseignement de la Mécanique aura 
porté scs fruits; on voudra tout expliquer par le mouve- 
ment, par le travail, et cette même idée deviendra banale. 
Sous ce point de vue, tout ce qui concerne les états vibra- 
toires mérite d’être étudié avec soin, aGn de préparer les 
voies à ces futures explications. Or, comme nous le verrons, 
les vibrations des solides dont aucune dimension n’est très- 
petite, conduisent aux mêmes problèmes d’analyse, aux 
mêmes discussions, que la corde vibrante et la membrane 
élastique; il y avait donc un intérêt réel à traiter, le plus 
complètement possible, ces deux premiers exemples. Ces 
considérations nous semblent mettre hors de doute l’utilité 
de l’étude des vibrations; et, répélons-le, cette élude, re- 
connue nécessaire, serait superficielle et incomplète, si l’on 
n’avait pas recours aux propriétés des formes quadratiques 
des nombres entiers, à cette théorie des nombres , si sou- 
vent anathématisée par les détracteurs de la science pure , 
par les praticiens exclusifs. 
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Vitesses de propagation des actions élastiques. — Vitesses des ondes planes. 
— Equations qui régissent les petits mouvements intérieurs des solides 
homogènes d'élasticité constante. — Classement des états vibratoires. 



§ 58. — Avant d’appliquer la théorie de l’élasticité à des 
solides de forme déterminée, il convient d’étudier une der- 
nière propriété générale : celle qui concerne la vitesse de 
propagation des actions élastiques, ou les retards relatifs 
des déplacements moléculaires que font naître ces actions. 
Les différences déphasés qui ont lieu, au même instant, 
entre les états vibratoires de deux points éloignés, condui- 
sent à la détermination de cette vitesse. Elles fout voir que 
la vitesse dont il s’3git a deux valeurs différentes, suivant 
que le déplacement communiqué est parallèle ou perpen- 
diculaire à la direction de sa propagation. De là résulte une 
classification naturelle des états vibratoires, qui jette un 
jour nouveau sur la formation du son dans les corps so- 
nores. Ayant ainsi besoin de recourir aux vibrations pour 
arriver à la connaissance d’un élément aussi important que 
la vitesse de propagation, il fallait d’abord étudier les vi- 
brations en elles-mêmes, et l'exemple des membranes élas- 
tiques facilitait celle étude. C’est ce qui justifie l’ordre et 
les développements des Leçons précédentes, et ce qui nous 
permettra d’ètre plus rapide dans la Leçon actuelle. 

Considérons un milieu solide, homogène, d’élasticité 
constante, et indéfini dans tous les sens. Une cause quel- 
conque déplace brusquement une ou plusieurs de ses mo- 
lécules, situées dans un très -petit espace, que nous appel- 
lerons centre ff ébranlement. Les forces élastiques qui 
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résultent de ce déplacement partiel et instantané, détermi- 
nent le déplacement des molécules voisines, d’où naissent de 
nouvelles forces élastiques qui déplacent les molécules plus 
éloignées ; et l’ébranlement se communique ainsi de proche 
en proche, à tout le milieu, avec une certaine vitesse de 
propagation V qu'il s’agit de déterminer. L’homogénéité 
et la constance d’élasticité du milieu indiquent que cette 
vitesse est uniforme , et la même dans toutes les directions ; 
c’est-à-dire que les molécules, situées sur la surface d’une 
sphère de rayon R, dont le centre est celui de l’ébranle- 

j, . , , R . , 

ment, seront toutes déplacées au meme instant, —unîtes 

de temps après l’origine du phénomène ; le déplacement 

emploiera un temps — — à se communiquer de la surface 

sphérique de rayon 11 à celle de rayon R'^>R. Si R est 
extrêmement grand, ou si l’on ne considère qu’une très- 
petite étendue des deux surfaces sphériques, on pourra leur 
substituer des plans ou bien leurs plans tangents, lesquels 
seront parallèles entre eux, comme étant tous deux per- 
pendiculaires à la direction suivant laquelle se propage le 
déplacement. Ou exprime cette transformation en disant 
que l’on substitue, aux deux ondes sphériques, les ondes 
planes avec lesquelles elles se confondent , à une très-grande 
distance du centre d’ébranlement. 

§ 59. — Plaçons l’origine O des coordonnées sur la pi e- 
mière onde plane ; soient (m, n , p) les cosinus des angles 
que la normale à cette onde, ou la direction de la propa- 
gation, fait avec les axes des (x,y, s); P étant la distance 
fR' — R) des deux ondes planes, l’équation de la seconde 
sera P = rnx -+- ny -4- pz ; d’où l’on conclut qu’une molé- 
cule M, ayant (x,y,z) pour coordonnées , et située sur la 

deuxième onde plane , ne se déplacera que ^ 



Digitized by Google 




SU H L’ÉLASTICITÉ. l3ç) 

unités de temps après le déplacement de la molécule située 
à l’origine O. Supposons maintenant que le déplacement 
instantané, au centre C d’ébranlement, soit immédiate- 
ment suivi d autres déplacements dus à la même cause, et 
qui se succèdent de manière à composer une suite indéfinie 
de vibrations isochrones, ayant £ pour durée commune - , 
tous les déplacements élémentaires se propageront dans le 
milieu , à la sui te les uns des autres , avec la même vi tesse V ; 
en sorte que la molécule O, puis la molécule M , se met- 
tront à v ibrer ou à exécuter des vibrations de même durée E 
que les molécules en C; seulement l’état vibratoire eu M 

l 1 • . »«+«l' + /8 ... | 

sera en retard sur celui en U de — unîtes clé 

temps; donc, si le déplacement variable de O est exprimé 
par 

r, = c„ cos 2 TT r — 
le déplacement de M le sera par 




(•) 



: CCOS ITt 



tu j' 4- tu y -t- pi - 

V" 

"g" 



Mais, à cause de la grande distance au centre d’ébranle- 
ment, comparée à P, ou parce que nous ne considérons que 
des étendues très-petites des ondes sphériques, les deux 
amplitudes c 0 et c peuvent être regardées comme étant 
égales entre elles, et aussi les deux déplacements variables 
peuvent être considérés comme ayant lieu sur deux droites 
parallèles ou dans une même direction. 

Cette direction des vibrations progagées par l’onde plane 
n a, jusqu ici, aucune liaison nécessaire avec celle de la 
vitesse de propagation; mais, soient (£,«,£) les cosinus 
des angles que cette direction commune des vibrations en 
<) et en M fait avec les axes, les projections du déplaee- 
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ment variable de M sont 

( 2 ) « = Ç U , i> = u U , iv = Ç U , 

et il faut que ces valeurs particulières vérifient les équa- 
tions aux différences partielles, qui régissent tous les petits 
mouvements intérieurs du milieu considéré ; or cette véri- 
fication essentielle établit une dépendance entre les deux 
directions dont il s’agit. Lorsque l’on fait abstraction des 
forces extérieures (X 0) Y 0 , Z 0 ), les équations qui doivent 
être vérifiées sont 



(3) 



, d 9 d 1 « 

1 ( x + f i )^ + f lA, « = P 7F’ 

' „ , rfô d'v 

f ,, . rffl d'tv 



OÙ 

du dv div ^ d‘ . d 2 . d J . 

dx ' dy dz dx 2 dy 2 dz x * 

§ 26; si l’on pose, pour simplifier, 



mx - 4 - ny -f- pz\ 



( 4 ) m \ -4- n* -f- pï> = 7, c sin 2 ir ' 



les valeurs ( 2 ) et ( 1 ) donnent 



(5) 



VS*' 



dx 



V- G’ 






4 n 7 



rff’ G 1 5 ’ 



et la substitution de ces valeurs, dans la première des 
équations (3), donne, en supprimant le facteur commun 

et multipliant par V*, la première des rcla- 
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(*>) 



/ (^ -+- ((* — pV 1 )! = o, 
(X -4- (i) nq ■+■ (p — pV*) » = O , 

■ ( x +f l )P7 + (f* — pV*)ç=r o; 



les deux autres résultent de la substitution des valeurs (2), 
faite de la même manière dans la seconde, puis dans la troi- 
sième des équations ( 3 ). 

Si l’on ajoute les trois relations (6), respectivement mul- 
tipliées par (ni, n, p ), d’après la valeur (4) de <7, et parce 
que ni* -f- «’ 4- p* = 1 , on trouve 

(7) (X 4- 2 p P V’) <7 = o ; 

cette relation déduite doit être vérifiée, il faut donc que 
l’on ait , ou (X 4- 2 u — p V*) = o, ou q = o. Dans le pre- 
mier cas, 



et, puisque u — p V* = — (X 4— p.) , les relations (6) de- 
viennent 

mq = \, nq = r>, pj = Ç ; 

si on les ajoute, après les avoir respectivement multipliées 
par (£, rj, £), d’après la valeur (4) de q , et parce que 
£’4- r? 4- Ç* = 1, on trouve 

'/’ = «; 

or q est le cosinus de l'angle que font entre elles la direc- 
tion de la vibration et celle de la propagation ; cet angle est 
donc nul. C’est-à-dire que toute vibration normale à l’onde 
plauc se propage avec la vitesse 

,8) , 1 = yAiî£. 
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Dans le second cas, puisque q = o, la dilatation S ( 5 ) est 
aussi nulle, la vibration s’opère sur le plan même de l’onde , 
et les relations (6) se réduisent à 

V =V^ 

c’est-à-dire que toute vibration parallèle à l’onde plane a 
lieu sans que la densité du milieu soit altérée, et se propage 
avec la vitesse 

( 9 ) 

En résumé, quand une onde plane se propage dans un 
milieu solide, homogène et d’élasticité constante, si la vi- 
bration qu’elle apporte lui est perpendiculaire, sa vitesse 
de propagation est il (8) ; celte vitesse est moindre, et égale 
à o) (9), si l’onde apporte des vibrations parallèles à son 
plan. De là résulte que tout déplacement, au centre même 
de rébranlement, se décompose, pour chaque direction, 
pour celle de R par exemple, en un déplacement parallèle 
à R, et en un déplacement perpendiculaire, lesquels se 
séparent immédiatement, puisque le premier se propage 
plus vile que le second. Autrement, la molécule O, 
séparée du centre d’ébranlement par la distance R , 
sera atteinte par le déplacement parallèle à R, au 

bout de unités de temps, à partir de 1 instant où C est 
ébranlé, et ce 11c sera que plus tard, au bout de — unités 

w 

de temps, que la même molécule obéira au déplacement 
perpendiculaire à R. w _ 

11 importe de remarquer que les deux vitesses de pro- 
pagation , il et to, restent les mêmes, quelles que soient 
les durées et les amplitudes des vibrations propagées; et 
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de sc rappeler que les vibrations qui se propagent avec 
la vitesse fi sont seules accompagnées d'une dilatation va- 
riable 0; tandis que les autres, celles dont la vitesse de 
propagation est », ont lieu sans que la densité du milieu 
éprouve aucun changement. Le rapport des deux vitesses 

est - = t ; suivant Poisson, qui admettait Légalité 
«Vf* 

de À et u, on avait - = v3 ; suivant M. Werthcim, qui ad- 
‘ 6» 

.11 . .1 .. 

met que X est double de u, on aurait - = a ; mais il y a lieu 

de penser, § 29, que ce rapport est réellement incommen- 
surable. 

§ 60. — Par l’introduction des deux vitesses de propa- 
gation , les équations aux différences partielles qui régissent 
les petits mouvements intérieurs d’un corps solide homo- 
gène et d’élasticité constante sont ; 




on les déduit des équations (6), § 26, en faisant abstrac- 
tion des (X 0 , Y 0 , Z 0 ), divisant par o, et remplaçant les 
coefficients par les valeurs (8) 01(9). Les fonctions («, e, te), 
intégrales de ces équations linéaires, se composeront d’une 
iniinité de groupes de termes, vérifiant chacun ces mêmes 
équations, et satisfaisant aux conditions de la surface, 
pour le corps que l’on considérera; puis, les coefficients de 
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tous les groupes seront déterminés par l’état initial. Chaque 
groupe de termes, qui pourrait exister seul, représentera 
un des étals vibratoires possibles, et le mouvement général 
sera la superposition de tous ces états auxquels les coeffi- 
cients trouvés assigneront leurs amplitudes relatives. Or, 
parmi les états vibratoires, élémentaires ou simples, les 
uns auront une périodicité qui dépendra de fl, les autres 
de ça; les premiers seront accompagnés d’une dilatation 
variable et périodique; les seconds auront lieu sans chan- 
gement de densité. 11 est possible, d’après cela , de trouver 
les propriétés différentielles des groupes de termes qui 
composent séparément ces deux classes. 

§ 61. — Les valeurs particulières de (u, f, tv) appar- 
tenant à l’un des mouvements vibratoires dont la périodicité 
dépend de fl, devront annuler les parenthèses multipliées 
par o)’, dans les seconds membres des équations (to) ; elles 
seront donc telles que 



dv dw d \ ]> dw du d\ j< du dv d\ J< 

' dz dy dx ’ dx dy dy dy dx dz 

étant une certaine fonction , nécessairement de même 
périodicité que (u, r, w). Les équations (to) se réduiront 
alors à 



, . d* u d 0 d l v dO 

i' 2 » HT' = a T r ' 



d'w _ t dO 
dt‘ dz 



de la seconde différentiée en z , retranchant la troisième 
différentiée en il vient — = o, ou la pre- 



mière des relations 



(>3) 



d’ d ± 

dx 



dt* 



dy 

dt ~ ° ’ 



tiz 



dt » 
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chacune îles deux autres se déduisant des équations (12) par 
une combinaison semblable. Mais , puisque la fonction i p 
est essentiellement périodique, les relations (i 3 ) démon- 
trent quelle doit être nulle. O11 aura donc nécessairement 

dv dw dw du du dv 

dz dy ’ dx dz dy dx 



ou bien , ce qui est la même chose , 



(* 4 ) 

d’où 




rfF 
dy ' 




0i= A 1 F, 



F étant une fonction périodique comme [11, e, iv) , et qui 
devra vérifier l’équation aux différences partielles 



(. 5 ) 



rf’F 

1ÎF 



= ft’A’ F, 



à laquelle se réduisent alors les trois équations (12). 



§ 02 . — Les valeurs particulières de («, v, te) appartenant 
à l’un des mouvements' vibratoires dont la périodicité dé- 
pend de h), devront être tels que 0 = o, ou 



(. 6 ) 



du dv du‘ 

Tx + Ty + dï = n ' 



elles seront donc de la forme 




— v=~~ — 

dy dx dz dy dx ’ 



(£, r ‘i £) étant de nouvelles fonctions, périodiques comme 
(«, f, iv). Ces valeurs donnent 



dv dw 
dz dy 




du dv 
dy dx 



dw du do 

dx dz dy 




A 1 






10 



Vibrations 
sans change- 
ment de densité. 



Digitized by Google 



r.iAMcment 
des états 
vibratoires. 



1 /|0 I.EÇOKS 

où l’on a 

d\ dn <il 

0 dx dy ^ dz 



par la substitution dans la première (10) , «'die équation 
devient 




les deux autres (10) sc transforment de la même manière, 
et les trois équations transformées conduisent à 



(. 8 ) 



tl 

dt- 



»* A 7 ij -f- 



dx 



d'n 

~dô 



= « 7 A 2 n -+- 



dif 

dÿ' 



d'I , , <h 
_1 = b - 4 >Ç+ 7 » 
dt 7 dz 



(f étant une nouvelle fonction que l’on peut supprimer; car 
les valeurs (17), où (£ , «, £) vérifient les équations («8), 
donnent 



(> 9 ) 



d' u d'v (O iv 

= ur A 7 u , = ut* A 7 r , — - — zxz ut 7 A 7 n* , 

dt' ’ dt' ' dt 7 ’ 



quelle que soit cette fonction 9. Ainsi , les groupes de termes 
correspondant aux états vibratoires qui ont lieu sans chan- 
gement de densité, auront les valeurs (17), où (£, yi, £) sont 
des fonctions .qui vérifient l’équation aux différences par- 
tielles 

d ' F 

( 20 ) — — = M 7 A 7 F . 

' ’ dt 7 

§ B 3 . — On sait. que la formation du son dans les instru- 
ments à vent trouve son explication naturelle dans le con- 
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«•ours de deux systèmes d'ondes , les unes directes , les autres 
réfléchies; et que la coexistence de ces ondes assigne les po- 
sitions des nœuds et des ventres de vibration dans l’inté- 
rieur du tuyau , et, par suite, la hauteur du son produit. La 
même explication doit s’étendre à la formation du son dans 
un corps solide : des ondes directes et des ondes réfléchies 
se propageant nécessairement avec la même vitesse , fi ou w , 
établissent, par leur coexistence dans l’intérieur du corps, 
des surfaces nodales dont les molécules restent en repos, et 
d’autres surfaces où l’agitation est à son maximum; et la 
permanence plus ou moins prolongée du mouvement géné- 
ral détermine un son, qui se communique à l’air ambiant, 
et dont la hauteur dépend de la forme et des dimensions du 
corps sonore. D’après cette théorie physique, la seule ad- 
missible, les états vibratoires d'un solide sonore sont néces- 
sairement de deux espèces , correspondant aux deux vitesses 
de propagation fl et o>. La première espèce est celle des 
vibrations longitudinales , la seconde celle des vibrations 
transversales. 

On étudiera séparément ces deux espèces , savoir : à l’aide 
des formules du § 61 quand il s’agira des vibrations longi- 
tudinales, et à l’aide des formules du § 62 quand il s’agira 
des vibrations transversales. Cette distinction nous paraît 
capitale; elle éclaircit singulièrement la théorie mathéma- 
tique des corps sonores, et facilite les applications qu’on en 
peut faire. Lorsqu’il s’agira d’exprimer analytiquement tel 
ou tel état vibratoire dont l’observation aura indiqué les 
lois, soit par la mesure du son produit, soit par la forme 
des lignes nodales et des lignes de plus grande agitation sur 
la surface du corps sonore, il sullira de chercher directe- 
ment le groupe de termes (h, t>, iv) qui le représente, dans 
l’une ou dans l'autre des deux classes étudiées aux §§ 61 et 
62; l’expression analytique trouvée permettra de compléter 
les données de 1 observation; en outre, elle déduira de ces 

to. 



j 
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données mêmes des relations numériques propres à déter- 
miner Cl ou fo. Cette manière d’appliquer la théorie dis- 
pense d’intégrer complètement les équations ( 10 ) , et de 
déterminer par l’état initial les coefficients des valeurs inté- 
grales de (u, t», w). 

§ Oi. — Mais le groupe de termes qui représente l’état 
vibratoire que l’on étudie et que l'on considère seul, non- 
seulement doit vérifier les équations aux différences par- 
tielles de sa classe, il faut aussi qu’il satisfasse aux conditions 
relatives à la surface. Ces conditions seront, suivant les cir- 
constances, ou la fixité des points de la surface, c’est-à-dire 
l’annulation des valeurs de (h, e, nv) appartenant à ces 
points; ou, si la surface est libre, certaines relations entre 
les valeurs des forces élastiques qui la sollicitent. Dans ce 
dernier cas, il faut, et il suffit, que les composantes tan- 
gentielles de la force élastique qui s’exerce sur chaque élé- 
ment de la surface libre, soient nulles ; la composante nor- 
male doit rester variable et non déterminée. C’est cette 
composante normale qui communique scs variations à la 
pression de la couche gazeuse voisine, d'où résulte la pro- 
pagation dans l’air du son produit; et les composantes tan- 
gentielles doivent être nulles d’elles- mêmes , parce que le 
gaz ambiant ne peut réagir que normalement. 

D’après les considérations qui précèdent, l’intégration 
des équations (io) faite uniquement dans le but d’étudier 
un corps sonore, doit se borner à la recherche de tous les 
groupes de termes des (u , e, iv), qui rentrent dans les deux 
classes définies aux §§ 61 et 62. On doit alors regarder le 
mouvement le plus général comme étant en quelque sorte 
permanent et dû à la superposition de tous les états vibra- 
toires, élémentaires et simples, qui pourraient s’établir 
isolément dans le corps que l’on considère. Or, les équa- 
tions ( 10 ) étant linéaires, les propriétés différentielles des 
groupes de termes des deux classes définies, appartiennent 
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• ‘ 
aussi à la somme tic tous ces groupes, multipliés par des 

coefficients constants; on peut donc dire que, bornées à 
l’usage indiqué, les valeurs générales des («, y, iv) sont 



d F tir, dÇ 

tlx fl z dy 

d F dÇ d\ 

dy tlx dz ’ 

d¥ dÇ _ tU 

dz dy dx 

(F, £, r , , étant des fonctions de (.r, y, £ , /)qui véri- 
lient les équations aux différences partielles 




d'F 

tir 



a 5 a 1 F, 



d* (Ç,» ou O 
fil 1 



w , A 3 (Ç,n ou Ç , 



d'où l'on déduit, pour la dilatation , 

6 = A ! F , 

valeur indépendante des fonctions ( f , >3 , £) . 

Mais, si l'on voulait représenter, non-seulement le mou- 
vement permanent et hypothétique d’un corps sonore, mais 
aussi le mouvement réel, en vertu dutpiel les vibrations su- 
perposées vont en diminuant d’amplitudes, et les sons coexis- 
tants finissent par s’évanouir, les intégrales (21) seraient 
insuffisantes. Et, lors même que l’on parviendrait à former 
des intégrales qui pussent embrasser ces deux mouvements 
généraux, il existerait encore une infinité d’autres mouve- 
ments intérieurs des corps solides, non périodiques, et non 
décomposables eu mouvements vibratoires permanents ou 
évanescents, que ces nouvelles intégrales ne représenteraient 
pas. Tel parait être le caractère des équations aux diffé- 
rences partielles embrassant tout un ensemble de phéno- 
mènes : il est souvent très-difficile, pour ne pas dire imjtos- 
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sible , d’en trouver des intégrales qui possèdent la même 
généralité. 

La marche que nous indiquons n’est pas complètement 
analytique; elle emprunte à la Physique une analogie ou 
un principe, celui de la formation des états vibratoires par 
la coexistence de deux systèmes d’ondes , l’un direct , l’autre 
réfléchi. Mais tel est, suivant nous, le véritable rôle de 
l’analyse dans les questions de Physique mathématique; elle 
doit s’éloigner le moins possible de la science des faits, mar- 
cher pour ainsi dire de concert avec elle, adopter son lan- 
gage et ses lois; autrement, elle ne tarde pas à perdre de vue 
le monde réel, et ses recherches sont sans application. Les 
exemples d’états vibratoiresquenous traiterons dans la suite, 
et qui sont presque tous signalés dans le Cours de Physique, 
montreront l’utilité du classement établi dans celte Leçon. 
Le groupe de valeurs intégrales, défini au § 61 , et qui con- 
cerne les états vibratoires de la première classe, se présente 
tout naturellement, dès qu’on veut aborder l’intégration 
des équations de l’élasticité. Poisson le cite et le traite, mais 
en répétant plusieurs fois qu’il ne s’agit là que d’un cas 
très-particulier. Pour nous, ce cas, si particulier, est assez 
général pour embrasser toute la moitié de la théorie des 
corps sonores; et l’autre moitié est régie par le groupe de 
valeurs intégrales défini au § 62. 
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Intégrale» des équations de l’élasticité en coordonnées rectilignes.— Équilibre 
d élasticité du prisme rectangle. — Cas où la loi de la dilatation est connue. 
— Cas des efforts normaux et constants. - 



§ Go. — Aous allons appliquer maintenant la théorie de 
l'élasticité à des corps solides limités par des plans, par 
des cylindres droits , parties surfaces sphériques; c'est-à- 
dire que nous passerons successivement en revue les exem- 
ples ou les cas particuliers qui peuvent être abordés à l’aide 
des coordonnées, rectilignes ou ordinaires, semi-polaires 
ou cylindriques, polaires ou sphériques. Cet ordre paraît le 
plus logique , sous le point de vue des procédés analytiques ; 
et cependant il est encore précisément inverse de l’ordre 
naturel, qui doit commencer par les questions plus com- 
plètement traitables , et finir par celles dont la solution est 
plus incomplète. F.n effet, si l’on voulait suivre ce dernier 
ordre, il faudrait successivement étudier l’élasticité dans 
la sphère, dans le cylindre et dans le parallélipipède. On 
voit facilement que le nombre des équations à la surface 
croit dans le même sens, et c’est ce nombre qui limite ici 
la puissance de l’analyse mathématique, en multipliant les 
difficultés qu’elle doit vaincre. Mais comme nos équations 
de l’élasticité sont exprimées eu coordonnées rectilignes, 
occupons-nous d’abord du genre de solide auquel ces coor- 
données suffisent, ou qui n’exige aucune transformation. 

Pour les solides terminés par des plans parallèles aux 
plans coordonnés , les projections du déplacement molécu- 
laire, ou les fonctious (</, e, w) , sont exprimées par des 
séries où chaque terme est le produit de trois ou de quatre 



Intégrale* 
de» équation?, 
de l'élatrilcilcen 
coordonnée* 
rectiligne*. 
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faclears, ne contenant chacun que l’une (les variables; ce 
produit doit véritier l’équation 



(0 



rf’J, , , 

— - = Æ-’A’Ji, 
dp ' 



k étant fl ou a), § 6i, s’il s’agit d’un état vibratoire, et 
l’équation 



(2) A s A J <p = 0, 

§ 27, quand il s’agit de l’équilibre d’élasticité ; en outre, 
les facteurs en x, enjy, en z sont tels, que ce produit , ou le 
groupe de termes correspondants des satisfait 

aux conditions extérieures, quand x , ou y, ou z, a la va- 
leur constante qui appartient à chaque face. On sait que la 
vérification de l’équation ( 1 ) est obtenue en prenant pour 
chaque facteur d’un même terme, ou le sinus, ou le cosi- 
nus d’un arc, produit de la seule variable que contienne ce 
facteur, par un paramètre constant, ou bien encore la 
somme de ces deux lignes trigonométriques multipliées par 
des coefficients arbitraires. Mais si c’est l’équation ( 2 ) qui 
doive être vérifiée , un au moi ns des trois facteurs de chaque 
terme aura une forme plus compliquée, et contiendra sa 
variable en exponentielle. 

Afin de simplifier l’expression de ces facteurs divers, 
nous emploierons les formes et les notations suivantes. Nous 
désignerons par 



(3) 



E(?) 



€ 





C (?) 




2 



les fonctions exponentielles connues sous le nom de cosi- 
nus et sinus hyperboliques; chaque variable entrera sous 
les symboles E et C , avec un paramètre constant , comme 
sous les cosinus et sinus. Nous donnerons aux variables 
(.r , ) > s) les paramètres respectifs (w , n , /) sous les lignes 
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trigonométriques , et les paramètres respectifs (/>, r/, /■) 
sous les signes F. et £ ; on peut appeler les premiers circu- 
laires, les seconds exponentiels. Nous désignerons simple- 
ment les cosinus et sinus de mx par C et S, de ny par 
C' et S', de Iz par C " et S' ; ; E ( px) et £ (px) par E et £ ; 
E (qy) et £ ( qy ) par E' et £' ; E (rz ) et £ ( rz) par E" et C". 
Dans la plupart des exemples que nous traiterons, les pa- 
ramètres circulaires (m, n , p) seront de la forme 



( 4 ) 



i 7t i* TT i" r. 

n' > b c 



i, i i" étant des nombres entiers quelconques. Les para- 
mètres exponentiels ( p , q, r) auront une autre forme : le 
carré du paramètie exponentiel de Tune des trois variables 
(x, y, z) sera égal à la somme des carrés des paramètres 
circulaires appartenant aux deux autres ; c’est-à-dire qu’on 
aura 

( 5 ) p' — n* - f- (p = /’ -4- m 1 , r ' ~~ «’ -+- 

A la surface du polyèdre , les C, S, E, £ ont des valeurs 
numériques que nous désignerons en plaçant , comme indice 
inférieur, la lettre a , b ou c , valeur correspondante de la 
variable. D’après les formules (4), C„, C*, C" sont 
l’unité en plus ou en moins; S„, S 4 , S" sont nuis; mais 
les E„ , E' t , E" elles £„, £' 4 , £" se réduisent à des nombres 
qui ne sont ni l’unité, ni zéro. Enfin nous emploierons aussi 
des fonctions mi-exponentielles et mi-algébriques de la 
forme 

„ «E.E- x£„£ j *£,E-«E„£ 

( o i r — . i à = - ; 

nous les désignerons par F et if pour x , par F' et " pour y, 
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par F" et 5" pour z ; c’est-à-dire que 

_ * K E' ->£,£' f g, _ y Cl E' _ b E' h C 



F' — 



(6 bis) 



C, 



F „ = ) _ *5 e" - c e: û» 






c 



Ici, <?' sont évidemment nuis, et F„ , F M sont 

. . , a b c , , . 

respectivement égaux a — ? p-t 73-» car on a généralement 

‘-b '“c 



( 7 ) 



E*(?) -C‘(«) = •• 



Ce luxe de notations est loin d’être inutile : il nous per- 
mettra d’exprimer les séries (n, e, w ) , leurs termes géné- 
raux, et les facteurs de ces termes, d’une manière simple et 
qui en fasse saisir de suite la véritable portée; autrement, 
les expressions de toutes ces quantités seraient longues, 
compliquées, sujettes à erreur, et l’on 11e verrait que péni- 
blement ce qu’elles signifient. 

On voit de suite que chaque terme de toute série , véri- 
liant l’équation aux différentielles partielles (1) , sera de la 
forme 

/ H cos 7 1 \ 

* = (AC + AS) ( A' C' + ,VS' ) ( A" C" -h X" S" ) (^ + H ' sin 7 t ) ’ 

A , X, A', X' . A", X", H, H' étant des coefficients à déter- 
miner, et le paramètre circulaire de t étant 

7 = k ijm 1 -t- -f- / 3 î 

011 voit aussi que pour vérifier l’équation aux différences 
partielles 

, b j a F — o, 
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( 9 ) 



( AE -4- AC ) ( A' C' + A' S' ) ( A" C" -+- A" S" ) . 
ou ( AC -+- »US ) ( A' E' 4- X'ü ) ( A" C" -+- X" S" ) , 
[ ou ( AC AS ) ( A' C' -t- A’ S' ) ( A" E" + A" C" ). 



Mais s’il s’agit de vérifier l’équation (2), et non l’équa- 
tion (8) , il faut que l’un des trois facteurs soit plus com- 
pliqué ; on s’assure aisément que le produit (9) acquiert 
cette propriété si l oti y ajoute, aux deux termes du facteur 
exponentiel, deux autres termes de la forme 

(10) (BF 4 - ifléJ ), ou (B'F'-t-Db'#')» ou (B"F" -b tfl>"£"). 



On sait que la dérivée seconde de chaque facteur du 
terme (9) est égale à ce facteur lui-même, multiplié par 
le carré du paramètre de la variable, en affectant ce produit 
du signe -F- si le paramètre est exponentiel , du signe — 
s’il est circulaire; de là résulte que le A 5 de ce terme sera 
nul , d’après l’une des relations ( 5 ). Mais si le facteur expo- 
nentiel est augmenté de l’expression (10), sa dérivée 
seconde contiendra , outre le produit du facteur lui-mème 
par le carré du paramètre , deux fois la dérivée première du 
coefficient total de la variable, dans l’expression addition- 
nelle (10), mise sous la forme d’un binôme algébrique, 
c’est-à-dire 



2 p(M\>C — BE), ou 2ÿ (!)!>' — B' E'), ou ir — B 'E"), 

d’après les formules (6) ou (6 bis) ; de là résulte évidem- 
ment que le A* du nouveau terme sera do la forme (9) , et 
que, conséquemment, son A s A* sera nul. 

§ 6fi. — Passons maintenant aux applications. Le problème 
le plus important que l’on puisse se proposer, sur le genre 
de corps que nous considérons, consisterait à déterminer 



Problème 
général do l'é* 
quillbre 
da prisme 
reeiauple 
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complètement les lois de l’équilibre intérieur d'un prisme 
rectangulaire, dont les six faces seraient soumises à des 
forces données. On comprendra aisément combien de con- 
séquences utiles pourraient résulter de la solution de ce 
problème, pour l’art des constructions, où l’on emploie si 
souvent des solides de cette forme. Malheureusement, ce * 
problème est en même temps le plus difficile peut-être de la 
théorie mathématique de l’élasticité, en ce qu’il exige préa- 
lablement la solution complète d’une question d’analyse dont 
les géomètres ne se sont pas occupés, ou dont ils ne sont pas 
encore parvenus à vaincre les difficultés. 11 nous paraît utile 
néanmoins de montrer ici en quoi consiste cette question , 
afin d’appeler sur elle l’attention de géomètres plus jeunes, 
plus habiles, et qui parviendront peut-être à la solution 
désirée. Puisse ce qui va suivre leur préparer la voie! C’est 
une sorte d'énigme aussi digne d’exercer la sagacité des ana- 
lystes que le fameux problème des trois corps de la Méca- 
nique céleste. 

Considérons un parallélipipède rectangle, dont les côtés 
soient an, 2 £>, a c; plaçons l’origine au centre, et les axes 
parallèles aux arêtes; les six faces auront pour équations 

(il) x — ±n, y — ±b, z = ±c. 

On fait abstraction des forces extérieures X 0 , Y 0 , Z„, 

§ 28, et l’on se propose de déterminer la loi des déplace- 
ments intérieurs, lorsque le prisme est en équilibre d’é- 
lasticité, sous l’action de forces dirigées normalement à 
ses faces. On suppose une telle symétrie entre les forces 
données, que les fonctions qui les expriment soient toutes 
paires; c’est-à-dire que chacune d’elles conserve la même 
valeur et le même signe, lorsqu’on change le signe d’une 
des deux coordonnées variables qu’elle contient. Cela posé, 
le problème d’analyse qu’il s'agit de résoudre consiste à 
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déterminer des fonctions (u, e, ivj, (jui vérifient les équa- 
tions 



( 12 ) 



dO 

— 4- SÀ’U 
(IX 



dO dO 

O, — (-eA : i<=: 0, )- lA’w^O, 

rfy- f/Z 



datis lesquelles la fonction 0 et la constante £ sont 



(.3) 



du dv dw u. 

-y *4~ “ï H - 7 — y £ ~ 7 i 

dx dy dz K -+- u 



et qui , étant substituées dans les formules 



du 




f dv dw\ 


1 N, = *0+ 2 f*-, 


T, = p( 


\ dz + dy ) 


' dv 




l dw du\ 


\ V*,z=\Q-+- 2 fi — , 

dy 


T,= (£ 


w/.r dz ) 


1 dw 




( du dv \ 


! n 3 = xo -f- 2fx — , 


T > = f* | 


\dx~*~ dy ) 



donnent 




pour j: — <7 , 

pour y — ±b, 
pour z = db c. 



De ce que les fonctions < 1> ) . 4», sont paires, on conclut 

aisément des formules (i4) que la fonction u doit être im- 
paire en x , paire en^ et en z ; v impaire cn y, paire en z 
et en x ; vu impaire en z, paire en x et en y. d’où 6 paire 
en x , en r, en z. Rappelons qu’une fonction est dite im- 
paire si elle change de signe, en conservant la même valeur 
absolue, lorsqu’on change le signe de sa variable. 

On arrive, sans aucune difficulté, eu faisant usage de 
coefficients indéterminés cl des notations du § 05, aux séries. 



Digitized by Google 





qui doivent exprimer les fonctions cherchées (u, v, iv). 
Chaque groupe de termes , au même coefficient ( f , g, ou h), 
vérifie les équations (12), et donne des forces tangenticlles 
nulles sur les six faces. Les groupes composent trois classes 
distinctes : le facteur exponentiel est en x dans la première 
classe, en y dans la deuxième, en z dans la troisième. A 
chaque classe correspond une suite infinie, et à double en- 
trée, de coefficients arbitraires ( f , g , h). Dans chaque fonc- 
tion (u, v, iv), les termes généraux des trois classes sont 
affectés d’un double sigma, dont les limites sont — 00 et 
-f- 00 , relativement aux deux entiers (i 1 et t # ), ou [i" et t), 
ou (teti') des paramètres circulaires (4); le terme où 
les deux entiers sont nuis, est distrait de chaque double 
sigma, et les trois termes analogues, pour chaque fonc- 
tion («, v, ou iv), sont réunis en un terme unique 
go J, ou h 0 z). 

Les considérations du § 65 , et la substitution directe, 
font voir facilement que chaque groupe des trois termes, 
ayant le même coefficient (f, g , ou h) , pris dans les 
(u, v, iv ) (16), vérifie les équations aux différences par- 
tielles (1 •>.). E11 outre, on déduit deces valeurs générales (16), 
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par des dillérentialions faciles. 



('7) 



^ = J/w (f - i E)s'S” + 2 W /fS" c 
+ 2WC8', 

Il = (r -^E')s"s 

-+- /«roi t f SC' , 

T 3 



= fpn !r S' C" H- gqm S' C"S 



hmn 



^F"— pE'^SS', 



et l'on 


voit que ces valeurs donnent 




O 

II 

H 

O 

II 

H 


pour x = ± <7, 


(18) 


O 

II 

O 

II 

H 


pour y ■=. ± b , 




O 

II 

H 

O 

II 

H 


pour z = ± c; 



c’est-à-dire que les forces tangentiellcs sont nulles sur les 
six faces du polyèdre, en sorte que, des neuf équations à la 
surface (i5), six sont vérifiées; mais la solution s’arrête à 
celles qui expriment que, sur la surface, les composantes 
normales des formes élastiques doivent être égales aux forces 
données. Cherchons au moins la forme de ces trois dernières 
équations de condition, dont la vérification nécessaire reste 
en suspens. 

Les fonctions (a, e, iv) ayant les valeurs (ifi), la for- 
mule (i3) donne, pour exprimer la dilatation, 



■9) 



0 = C u -t-2«2V EC ' c " + « 2 « fe ' C " C 

+ 2tTr//E"CC', C. = /.-+- g, -I- A,, 
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valeur qui vérifie l’équalion A s 0 = o , comme cela devait 
être, § 27, et les formules ( 1 4 ) donnent 



N, _ I — ! 

2 p 2C 



C„ + Â + y f(p E + />*F ) C' C" 



«» r')c"C4-2 a ^*üLV-«‘r )cc', 

N, I — e 



( 20 ) I 






C, + g, + — E - «’F ) C'C" 



^ r 3 — e //î* 

/, ( E" — /?’F" ) CC' , 



2 p 2C 

Fs(</E' + 9 ’F')C"C 



^ = i_r r -c,+ i,+ 2 /(£=j£e-/t) cc- 

~ twl E . _ /ip'j C-C + jMrü" + r’F") ce'. 



Faisant respectivement (x = a, y=b, z = c) dans les 
seconds membres, remplaçant dans les premiers Nj, N*, N s , 
par les fonctions données t I ) , , d*» , d> 3 , on aura les trois 
équations de condition dont il s’agit; et il faudrait déter- 
miner les coefficients (_/, g , /»), de telle sorte qu’elles fussent 
vérifiées pour toutes les valeurs des (x,y, z), comprises 
entre leurs limites respectives (q: « , qp b , rpc). On a la 
correspondance nécessaire de trois doubles séries de coeffi- 
cients , pour trois fonctions données de deux variables cha- 
cune; mais le mélange, ou la simultanéité de ccs doubles 
séries dans les trois équations à identifier, 11 e permet pas 
d’isoler chaque coefficient, comme dans les autres questions 
de Physique mathématique; il faudrait donc découvrir une 
autre méthode d’élimination. 



Solution quand § 67. — S'il était possible de déduire directement des forces 

™ ,U données la loi de la dilatation dans l’intérieur du polyèdre, 
de la diiaiaitoD ] e problème serait résolu. En elfet, soi 1 la fonction (paire 
en x en y, en a), qui exprime cette loi , supposée connue. 
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et qui vende nécessairement l'équation A’ < t , = o ; le second 
membre de l’équation (19) doit être identique avec la fonc- 
tion <£, pour toutes les valeurs des (x, z) comprises entre 
leurs limites respectives (qpa, rpc). On sait que la 

loi des températures stationnaires du prisme rectangle 
s’exprime précisément par une identité de cette forme. Dé- 
signant par 6 le second membre de l’équation (19), on aura 
6 = 5), et aussi 

I 1 

dO d‘ I* dO rf4> dO d<t> 

' ? 1 dx dx dy dy dz dz ’ 



faisant respectivement (x = a,y = b, z = c) dans ces 
trois équations identiques, il viendra 



(’•*) 



t.J'P’/C.C c*=(£)_, 
C" c =(~) ; 

00 -(£).’ 



2 î » r 1 



ef la détermination des coeflicients (/", g , /*) , actuellement 
séparés, se fera par la méthode ordinaire. Remplaçant, 
dans la fonction < t>, les variables (x, y, z) par (a, ( 3 , y), 
et posant 

43 £ £ 



on aura 

(* 4 ) f- 



P Q ; _ R 

’ « S = —-TP- ’ A — . 



0 .tp 1 C a 



1iq'C b 



1 s r‘Ü. 
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on outre, de l’identité 0 — <l> on déduit 



( 25 ) 



C, = 



8 abc 



j* a ^ b ^ c 



< 1 * dy dp dot. 



Les coefficients (y, g, h) étant maintenant conlius , les 
formules (16), (iq) et (ao) donneront les déplacements et 
les forces élastiques pour tous les points du polyèdre; tou- 
tefois, deux des coefficients {f, g 0 , h 0 ) resteront indétermi- 
nés, car leur somme C 0 (a 5 ) est seule connue. 

Nous arrivons ainsi à la solution du problème dont voici 
l'énoncé : Le prisme rectangle proposé est en équilibre 
d’élasticité ; la dilatation intérieure est une Jonction con- 
nue, paire par rapport aux trois coordonnées, et dont le 
paramètre différentiel du second ordre est nul : on de- 
mande quelles forces appliquées normalement aux faces 
du polyèdre ont pu produire cette dilatation. Il résulte de 
celle solution que l’équation 

(?.6)C. -+- T Ar EC'C" -+- y -“ E'C"C -+- T A r E"CC'=4> 

^ qt b ri," 

doit être une identité pour les valeurs des (,r, y , z) com- 
prises entre les limites (qp/i, qp b, qr c) ; l I> étant une 
fonction paire relativement aux vaiiables, et qui vérifie 
l’équation A ! <I> = o; P, Q, R, C 0 ayant les valeurs ( 23 ) 
et (a 5 ). Cette formule (26) est analogue à celle de Fou- 
ricr; mais, avant d’en faire usage, il serait indispensable 
d’en constater l’exactitude par les méthodes rigoureuses de 
M. Dirichlet. On remarquera que les doubles séries du 
premier membre cessent d’être convergentes, quand les va- 
riables ( x , y, z ) dépassent leurs limites. 



§ 68. — Quant au problème général énoncé au § 66, il 
n y a qu’un seul cas qui puisse être résolu : c’est celui où 
les fonctions 4 >,, <J>, , d> n sont des copstantes. Alors tous les 
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( f-, g-, fi) sont nuis, et il ne reste que g„, //„. On a 

u—f»x, v=zg a y, iv = /i„ 3 ; 

T, = o , Tj = o, T, = o; 0 -+- go -f- f‘o — C„ ; 

^ C . -t~ 2 't* l , X. C 0 -f- 2 fi go — <T, , X C 0 — f- 2 fl //(, rzr *1*, J 

il ou l’on conclut, pour les valeurs des constantes, 



,, < l‘i ■+• 4- 4>j , < I>, — À Ca 

t,, — ; j ./, = » 

2(1 

4>j — X C 0 



*P, — X c„ 

g» = — - — * 



3 X -f- 2 fi ’ /o — 
*.= 



2fl 



On voit que l’ellipsoïde d’élasticité est le même pour tous 
les points intérieurs, ou que les forces élastiques principales 
sont partout égales et parallèles aux forces données. Ce 
cas, d’une simplicité extrême, est heureusement un des 
plus utiles ; car, dans la plupart des constructions, on fait en 
sorte que les prismes rectangles soient uniformément tirés* 
ou pressés normalement à leurs faces. 

Rien de plus facile alors que d’obtenir tous les renseigne- 
ments dont on a besoin, sur les allongements et sur les 
forces élastiques intérieures ; car il suffit d’appliquer les lois 
les plus simples de l’élasticité. Supposons, par exemple, 
qu’il s’agisse d’un tirant horizontal à section rectangulaire, 
rivé à deux parois, planes et parallèles, d’une chaudière à 
vapeur en activité ; soient — P la pression sur les faces laté- 
rales, F la traction longitudinale sur l’unité de surface; on 
aura 



4>i 



= F, 



<J>, = <J>, = — P , 



C.= 



F— 2 P 
3X -f- 2fi' 



/• (X-f-p)F + XP 

f.(3X+ 2fi) ’ 



h, — — 



/ (X-f-2,x)P-t-XF \ 
\ 2fl(3X-t- 2fx) / 



ce qui donne la dilatation cubique C 0 , l’allongement longi- 

■ i. 



Digitized by Google 




1 64 LEÇONS 

tudinal 2 f<,a, les contractions transversales 2 
L’ellipsoïde d’élasticité et le cône des forces tangentielles 
ont pour équations 



.r* y 
F’ + " 



jr’ 

F 



y + ■ 



les plans tangents au cône sont inclinés sur l’axe de traction 

d’un angle dont la tangente esty/^i et la force élastique; 

tangentiellc qui les sollicite est \ ; PF. 11 suffit d énoncer ces 
résultats, qui se déduisent immédiatement des théorèmes 
de la cinquième Leçon. 

Dans notre ancien Mémoire sur l'équilibre intérieur des 
corps solides homogènes, nous avons donné, M. Clapeyron 
et moi , les solutions de deux problèmes généraux qui peu- 
vent se traiter, en employant les coordonnées ordinaires , à 
J’aide de la formule de Fourier. Le premier considère un 
milieu solide terminé par un seul plan; le second, l’espace 
solide compris entre deux plans parallèles , ces plans étant 
sollicités par des forces données. Nous nous dispensons de 
reproduire ici ces solutions analytiques, malgré quelques 
conséquences dont l’énoncé est simple et qui pourraient être 
utilisées. Ce ne sont là que des essais entrepris dans le but 
de chercher une solution générale, et qui 11e paraissent pas 
placés sur la route qui doit y conduire. 



Digitized by GoogI 



SDK L M.ASTICITK. 



1 65 



TREIZIÈME LEÇON. 

j 

États vibratoires du prisme rectangle. — Vibrations longitudinales, trans- 
versales, tournantes, et composées d’une lame rectangulaire. — États 
vibratoires sans manifestation extérieure. 



§ (>D. — Si la question de l’équilibre intérieur du prisme 
rectangle rencontre de grandes difficultés analytiques, nous 
allons voir, dans la Leçon actuelle, qu'il en est tout autre- 
ment de l’étude des vibrations du même corps solide. En 
général , sauf quelques cas simples, les problèmes relatifs à 
l’équilibre d élasticité sont incomparablement plus diffi- 
ciles à traiter par l’analyse mathématique que les problèmes 
relatifs aux vibrations; aussi les travaux des géomètres 
sont-ils fort nombreux sur les seconds, très-rares sur les 
premiers. Une si grande différence dans la facilité d’aborder 
les deux genres de problèmes pourrait être une indication 
naturelle. Parmi les questions de Physique mathématique 
qui résistent aux efforts des géomètres , ou qu’ils traitent 
péniblement par des formules longues et compliquées, il en 
est beaucoup dont l’importance est fort douteuse. Au con- 
traire, un grand nombre de questions qui se résolvent par 
des calculs et des formules simples, sont d’une importance 
incontestable. Serait-ce donc que l’équilibre d’élasticité 
joue dans la nature un rôle moins important que les vi- 
brations? 

Considérons les différents états vibratoires d’un prisme 
rectangle solide dont les côtés soient (a, b, c), plaçons 
l'origine à l’un des sommets et les axes sur les arêtes adja- 
centes; les équations des six faces seront 

( i ) x ~ o , x = a ; _i=o, y — b ; : — o , z — r. 



Étau 

vibratoire- 
du prisme 
rectangle 
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On fait abslraction des forces extérieures X 0 , Y 0 , Z 0 ; alors 
les projections du déplacement moléculaire, ou les fonc- 
tions (h, y, ic), doivent vérifier les équations aux diffé- 
rences partielles ( 10 ) du § GO. Cherchons s’il est possible 
que l’une de ces trois fonctions , par exemple u , existe seule , 
les deux autres (f, iv) étant nulles partout. La vérification 
des équations citées exigera que l'on ait 



d 7 « d 7 u 

dt 7 dx 7 

(*) ! du 

, , ' l di 
(a- — »') — = 0 , 



/ d 7 u d'u \ 

\ d/ 1 dz 7 ) ’ 



du 

(n J — u 1 ) — ^ = o; 



c’est-à-dire que | 
la fonction unique u doit donc être de la forme 
( 3 ) u =z U + U„ 

U étant une fonction de x et de 1 , U 0 ne contenant pas x. 
Cette valeur intégrale décompose la première équation ( 2 ) 
dans les deux suivantes : 



^ doit être indépendant de y et de z ; 



(4) 



dni _ £U (en u. rf’iu _ 

dt 7 dx 7 ’ dt 7 \ dy 7 elz 7 ) ’ 



la première régit des vibrations longitudinales , la seconde 
des vibrations transversales, lesquelles peuvent exister ou 
isolément , ou simultanément. 



vibrations § 70. — Nous supposons a 3> b > c ; le prisme est alors 
Dgitudinaies. une ] ame rectangulaire de longueur a, de largeur b, d’é- 
paisseur c. La première (4) ou 



(5) 



d 7 u j d 7 u 
dt 7 dx 7 



contient la loi des vibrations longitudinales qu’on établit 
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dans la lame eu la frottant parallèlement à sa longueur. Si 
la lame est pincée en son milieu et libre aux deux bouts, 
l’état vibratoire sera représenté par une intégrale particu- 
lière de la forme 



( 6 ) 



. . . * . . . !l( 

« = cos (ay -H 1 ) ir - cos ( ay + 1) jr — ■> 



où j est un entier quelconque. En effet, cette valeur (6) 

vérifie l’équation ( 5 ), sc réduit à zéro pour x = - » et de 

plus', les T, étant tous nuis , les composantes tangentielles 
des forces élastiques sont milles sur toute la surface, § (H. 
Toutes ces conditions devaient être satisfaites pour que le 
mouvement vibratoire pût s’établir et persister au milieu 
de l’air, dans la lame considérée. Les IN, 11’existant que 

par contiennent sin ( 27 -4- 1) 7t ^ en facteur; de là ré- 
sulte que sur les faces (,r = o, x = a) qui terminent la 
lame, les forces élastiques sont nulles, là même où les 
vibrations ont la plus grande amplitude. Au contraire, 
normalement aux faces latérales, les déplacements sont 
nuis, tandis que les forces élastiques existent cl varient. Le 
paramètre circulaire de t donne 

(7) Jfc = (a/-t-i) ^ 



pour la mesure du son ; le nombre des noeuds s’obtient en 

posant cos ( a y -+- 1) n ^ = o , et est ( 2/ -f- 1 ) ; tous les sous 

que la lame peut produire forment la série (1, 3 , 5 ,...) dont 
la base est 

( 8 ) « = -• 

2 a 

Si les deux extrémités de la lame sont fixes, 1 état vibra - 
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toirc sera représenté par une intégrale particulière de la 
forme 

• . * li t 

(9/ « = sin — cos/jt — > 

a a 

i étant un entier quelconque. En effet, cette valeur vérifie 
l’équation (5), s’évanouit, quel que soit t, pour x=o, 
pour x — a , et les 1,- étant nuis partout, les composantes 
tangentielles des forces élastiques sont nullcs sur toute la 
surface de la lame. La composante N, a pour expression 



-, . X .lit 

N , = — cos 1 7 . - cos / r — ; 



aux extrémités (x= o, x=a), qui sont fixes, celte com- 
posante existe et varie périodiquement ; elle mesure la pres- 
sion variable exercée sur les obstacles qui assurent la fixité 
de la lame. Le paramètre circulaire de t donne 

' .a ;■ 

~ l 

2 a 



pour la mesure du son ; le nombre des nœuds intermédiaires 
ou spontanés est / — i ; tous les sons que peut produire la 
lame encastrée composent la série complète ( 1 , 2 , 3,4,5,...) 
dont la base est encore n (8). 

§ 71 . — Considérons maintenant les vibrations transver- 
sales delà même lame, prenons celles qui pourraient avoir 
lieu quand la fonction w existe seule ; l’équation à vérifier, 
et qui correspond à la seconde (4) , est alors 



(to) 



d 1 «■ / «• 

df 1 \ dx 7 dy * J 



Dans le cas le plus général , cette équation est identique, au 
coefficient près, avec celle des petits mouvements transver- 
saux de la membrane rectangulaire; elle pourrait conduire 
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à la même discussion, et eonséquemment aux memes séries 
de sons simultanés , si le contour de la laine était fixe; mais 
la laine ne peut vibrer ainsi , lorsque les deux faces 
(z — o, z — c) ne sont eu contact qu’avec l’air; car (« , e) 
étant nuis et indépendant de z , les composantes 
(T s , T, , N,), de la foi •ce élastique exercée sur ces deux 

faces ont pour expression y"» f 1 yy o^ ; c’est-à-dire (pie 

cette force élastique y serait tangcntielle , ce qui ne saurait 

être, § (il ; il faudrait donc que^- 5 ^ fussent nuis , et cela 

quelles que soient les variables (x, -> ) ; mais alors w serait 
nul aussi , et il n’y aurait pas de mouvement. I.es vibrations 
transversales de la lame rectangulaire, que l'on voit naître 
et persister dans l'air, ne peuvent donc avoir lieu avec la 
seule composante vc du déplacement, et 11e sauraient être 
représentées par l’équation (10). Mais elles peuvent être 
produites quand la fonction u existe en même temps que vc, 
la fonction v étant seule nulle; cherchons à quelles condi- 
tions. 

Les équations à vérifier sont alors, u étant zéro, 




la première donne , « étant une nouvelle fonction, 



(12) 



dit. du 
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ce qui réduit les deux autres à celle-ci : 



(,3) 



rl 2 a. / d‘ a d' a rf ! a\ 

rff* ’’ \ dx* dy* dz* ) 



11 faut que les forces élastiques soient normales sur les six 
faces; d’après les valeurs ( 12 ), les T, sont 



(> 4 ) 



T, = 



d ’ a 
,;l dx dy 



_ [* 1 * 0 . d'a\ _ cl 2 o 

I, — dz‘ )’ f ~ P dzdy' 



ils seront nuis, et l’équation (i3) sera satisfaite, si l’on 
prend pour a une fonction qui vérifie les trois équations 

da. d 1 a il* a rl* a s d* a 

dy ’ dz 1 dx 1 ’ dt 1 dx 1 

Telle sera, par exemple, l’intégrale particulière 

(16) i = t cos mx cos mz cos ni tu y/2 , 

où le paramètre m est quelconque, où e représente une 
amplitude , et qui donne 

u — m e cos mx sin mz cos mt u y 2, 
iv = — me sin mx cos mz cos mt u y/i. 




Si les deux extrémités de la lame sont posées sur des sup- 
ports, en sorte que leur déplacement normal soit impos- 
sible, il faut que y soit nul ; ce qui exige que le para- 
mètre m ait pour valeur 

(18) /« = — , 



fêtant un entier quelconque. Le paramètre circulaire de l 
donne alors, pour la durée G des vibrations, et pour la 
mesure Ot> du son : 

. . i ff .. /- ir ■ M 

(m — Cm 12 = 21, -X- := 1 p ; 

' 71 n a \3. 
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le nombre des nœuds spontanés esl i — 1 } enfin, les sous 
que la lame peut produire, dans ces circonstances, com- 
posent la série complète (1, 2, 3 , 4 , 5 ....), dont la base est 



(20) 



V 2 



Tous les étals vibratoires compris dans les formules (17) 
ont cette propriété remarquable , que les forces élasticjues 
principales sont, toujours et partout, parallèles aux côtés 
de la lame. De là résulte que ces memes formules exprime- 
ront les étals vibratoires de la moitié de la lame, cette moi- 
tié étant encastrée à l'origine des coordonnées et libre à 
son autre extrémité, pourvu que l’on donne à l’entier i une 
valeur impaire, afin que le milieu de la lame entière soit 
un ventre de vibration, fin edet, puisque la section droite, 
faite en ce milieu, 11’est sollicitée que par des forces élas- 
tiques normales, les réactions de l’air se substitueront aux 
actions supprimées, lorsque cette section deviendra libre. 

Les sons que peut produire une lame de longueur^? encas- 
trée par un bout, libre à l’autre, et vibraut transversale- 
ment , sont donc donnés par la formule 

a y 2 



ils composent la série impaire (1, 3 , 5 ,...), dont la base est 
encore n (20). 

Considérons, dans la lame entière, l’état vibratoire le 
plus simple, celui dont le son esl n (20), ou pour lequel 
i = 1 . Si l’on fait t égal à B , ou à un multiple de celte du- 
rée, on aura 



. se x . z 

1 « = — cos s - Sin s -1 

a a a 

2.) 

I se . . x z 

I »■= sin s - cos s — 1 

a a a 
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pour représenter les déplacements au commencement de 
chaque vibration; d’où l’on déduirait la forme de la lame à 
cette époque, forme qu’elle atteint ou dont elle part sans 
vitesse acquise. On peut supposer que le plan des xy soit 
placé à égale distance des deux faces de la lame, ou au mi- 
lieu de l'épaisseur; celle supposition revient à ajouter une 
constante à l’arc mz, dans les formules {17), ce qui n’al- 
tère en rien loutes les conclusions qui précèdent. La valeur 
de u (21) change de signe avec z\ d’où il suit que, dans 
l’état actuel, une moitié des filets , parallèles à la longueur, 
est dilatée, l’autre contractée. Les filets situés sur le nou- 
veau plan des •rj'ont conservé leur longueur; ce sont au- 
tant à' axes neutres. Le plus grand allongement, ou la plus 

grande contraction, a lieu sur les faces z = rp^i et pour 

les points de l’extrémité x = a\ sa valeur est— sin 77 — ■> 
r a 2 a 

. 1 me.,,,. , 

ou simplement — — j si 1 épaisseur c est tres-pctite , compa- 
rée à la longueur a. La flèche est'égale à la valeur de iv (21), 
qui correspond à z — o , x = ^ , sa valeur est — • 

§ 72 . — Substituons, dans l’intégrale particulière (16), 
le sinus de l’arc mx au cosinus du même arc, et prenons 
l’entier / impair; nous aurons les valeurs 

u == mt sin mx sin mz cos ntt « y2 , 

(22) { r , . , . , * 

' ‘ ! iv = m s cos mx cos mz cos mt u y 2 , m = [2j -f- 1 ) - ■> 

pour représenter les vibrations d’une lame rectangulaire, 
libre à ses deux extrémités et pincée en son milieu. Ces 
formules ayant lieu quels que soient les rapports de gran- 
deur des dimensions de la lame, on peut supposer que b 
est la longueur et a la largeur, v étant toujours l'épaisseur. 
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Alors, si l’on fait 7=1, les formules (2a) reproduiront 
l'état vibratoire que Savart appelait vibration tournante , 
et qui donne lieu à une seule ligne nodale parallèle à la 
longueur; le son correspondant est n (20), mais ici a re- 
présente la largeur de la lame. 



§ 73 . — On sait qu’une lame de verre, pincée en son mi- 
lieu, et que l’on frappe à l’une «le ses extrémités, de ma- 
nière à la faire vibrer longitudinalement, exécute eu même 
temps des vibrations transversales, dont l’existence se ma- 
nifeste par des lignes uodales , que le sable dessine sur les 
faces latérales. Ces vibrations transversales sont nécessai- 
rement comprises dans les formules (22); mais il faut don- 
ner alors au paramètre rn une valeur telle, que le son soit le 
même que celui des vibrations longitudinales coexistantes. 
C’est-à-dire qu’il faudra prendre m de telle sorte que les 
paramètres circulaires de t. dans les formules (6) et (22), 
soient égaux; d’où 



( 2 . 3 ) 



, . JT il 

m = (27 -f- 1 ) = (27 -+- 1 ) 



a ot y 2 



w 



2fl 



Puisque toutes les sections droites de la lame, vibrant 
transversalement, ne sont sollicitées que par des forces 
élastiques normales, la position des sections libres, relati- 
vement aux nœuds tracés, est tout à fait indifférente. Le 
nombre des nœuds dépend de 7 , et tout porte à penser que 
le son qui se produit alors n’est pas le plus grave de la sé- 
rie impaire (1, 3 , 5 ,...). appartenant aux vibrations lon- 
gitudinales. 

On voit que tous les genres de vibrations connus des 
lames rectangulaires trouvent leurs lois précises, et leur 
explication complète, dans une application très-simple de 
la théorie mathématique de l’élasticité. Mais celte théorie 
indique en même temps que tous les états vibratoires, étu- 



Vibration* \ 
.composées. 
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États vibra- 
toires de la pre- 
mière classe. 



1 7*4 

(lies par l’expérience, ne sont qu’en très-petit nombre, 
comparés à tous ceux qui peuvent ou doivent exister dans 
les prismes solides rectangles , et qui , produisant des sur- 
faces nodales intérieures, ne donnent aucune prise au phy- 
sicien pour constater leur existence. Il ne sera pas inutile 
de donner ici quelques-unes des lois de ces états vibratoires 
inconnus, et qui existent dans le monde moléculaire dont 
nous n’apercevons encore que la surface. 

§ ~l\. — Plaçons le prisme rectangle comme nous l’avons 
fait au § G6 de la Leçon précédente, et adoptons les nota- 
tions du § Go. Reportons-nous ensuite au classement géné- 
ral des mouvements vibratoires que nous avons faits dans la 
onzième Leçon. Les états vibratoires de la première classe, 
ceux dont la périodicité dépend de fi, sont régis par les for- 
mules du § 61. Pour le prisme rectangle, on peut prendre 
la fonction F égale à l’intégrale particulière 

. F = — CC'C"r = — U, 

( ? -4) 



r = cos 7 1 , u = CC'C"r, 
où le paramètre circulaire de t est 



(*5). 



fï* 7 * T " 1 , 

Cl V m 7 -)r ri 1 1 * n Cl \ / — - T} H — — Ail, 

y a* b 1 c‘ 

k = \j m* -+- n* + 
d’où l’on conclut, pour (u, w, tv), 

(26) n = m SC' C" I’, c = nCS'C' / r, rv = /CC'S"r, 0 =>U, 

et, pour les N, , T,, § 26, les valeurs 

T, 



N, 



:(XA’-t- 2p w’)U, 
(27) | N, = (XA’ + 2|i*’)U, 
N, = (X A’ + îu/ 1 ) U, 



= — n/CS'S"r, 
= — Im SC' S" r, 
— = — mit SS'C” r. 



2 p 

T, 
2 11 

T» 
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Qu’on se rappelle maintenant que S„, S' t , S' sont nuis, et 
que le tableau 

/ N i , T. t , T, , 

(28) I T» Kn T,, 

t Tî, T,, 



donne les composantes des forces élastiques exercées sur 
les éléments-plans respectivement perpendiculaires aux 
(•*•> fi 2 )■ 

On reconnaîtra que, lors d’un état \ibratoirc représenté 
par les fonctions (h, iv) (26) : i° les faces du prisme 
rectangle ne sont sollicitées que par des forces élastiques 
normales , puisque les composantes tangentielles ( 27) y sont 
nulles ; 2 0 les molécules de la surface vibrent sur les faces 
mêmes, lesquelles n’éprouvent ni déformation, ni déplace- 
ment normal , puisque u == o pour x = zp a, v = o pour 
y = zp b , = o pour z — zp c ; 3 ° enfin , la dilatation 0 , 

quoique variable périodiquement en chaque point inté- 
rieur, a des signes et des valeurs telles, dans les dillc,* 
rentes parties, que le volume du prisme reste invariable, 
puisque 




U riz ri y rlx — o. 



Ainsi , lors de tout état vibratoire compris dans les valeurs 
(26), le prisme rectangle 11e manifeste absolument aucune 
déformation extérieure , quelque grande que soit son agi- 
tation intérieure; et si quelque lluidc, gazeux ou autre, 
réagit sur la surface, de manière à détruire les forces élas- 
tiques, normales et périodiques, qui la sollicitent, le mou- 
vement intérieur persistera. 

Dans cet état vibratoire, le son a pour mesure ou 
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Tous les sons analogues, à l’unisson desquels le prisme pcul 
vibrer, formeront autant de séries complètes qu’il peut 
exister de groupes de trois nombres (/, i'. i") premiers entre 
eux, si (a, t>, c) et les carrés («’, b % c*) sont incommen- 
surables; le partage se ferait d’une autre manière dans cha- 
que genre de comraensurabilité. Le son le plus grave aura 
lieu pour 1 = i' — i" = 1 , et sera 




Si les dimensions (an, 2/-», 2c) du parallélipipèdc étaient 
très-petites, inappréciables même, sans que le prisme per- 
dit les propriétés d’un corps solide , ce nombre n , le plus 
petitde tous les nombres 3 t> , atteindrait une valeur énorme , 
vu la grandeur habituelle de la vitesse de propagation fi. 

étou vibra- § — Les états vibratoires de la seconde classe, ceux 

mires de i» se- dont ] a périodicité dépend de w, et qui ont lieu sans que la 

ronde classe. 1 * ^ ' 1 1 

densité change en chaque point, sont régis par les formules 
du § 62 . Pour le prisme rectangle, on peut prendre les 
fonctions (£, rj , £) égales aux intégrales particulières 

{29) ? = />CS'S'T', î j = î SC'S'T', Ç= rSS' C'T', r'=cos/f, 

où (p , <7 , / ) sont des constantes quelconques , et où le para- 
mètre y ' est 

( 3o ) 7' ss «d -+- /»’ -f- t‘ == 7tw 

d’où l’on conclut, pour (u, v, tv), 

( h = PSC' C"l', c = QCS'C"r', <e = RCC'S'T', 0 = o, 

• | P: =/r/ — «r, Q — nir — Ip , R = np — niq \ 
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et, pour les N,, T,, § 2(), les valeurs 

— = — - (/Q -+- »R)CS'S"r', 

- = -(/»r + /P) SC' S" r', 

F 1 

T 3 = — (»P-+-mQ)SS'C"r'. 
f* 

Or, on reconnaîtra que tout état vibratoire, défini par les 
valeurs ( 3 1) , présente les mêmes propriétés et conduit aux 
mêmes conclusions que celui défini par les valeurs (26); 
propriétés et conclusions qui sont énoncées au paragraphe 
précédent, avec celte différence qu’ici la dilatation 9 est 
nulle, partout et à toute époque. Les sons correspondant à 
tous les états vibratoires, compris dans les valeurs (3i), 
composent autant de séries que ceux compris dans les va- 
leurs (2 6); ils ont pour expression générale 




le plus grave de tous est 




et, lors de l’extrême petitesse du parallélipipède, ce plus 
petit nombre n' aura encore une énorme valeur. 

§ 76. — I ..es valeurs (26) et (3i) ne s’appliquent pas 
seulement au parallélipipède que nous avons considéré : 
par le jeu habituel des fonctions périodiques, elles ex- 
priment les mouvements généraux d’un espace indéfini 
dans tous les sens, divisé en concamérations prismatiques 
égales, qui vibrent à l’unisson , et avec des phases alter- 

12. 



| — = m PCC'C"r', 
( 3 ,.) { üii= /*QCC'C"r', 
f — = /RCC'C"r', 

2/J. 



Généralisation 
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nautes telles, qu’elles assignent le même mouvement aux 
molécules de leurs surfaces de séparation. Découpons, par 
la pensée, dans cet espace infini, un corps dont la surface 
11e comprenne que des faces des prismes élémentaires. Si 
ce corps est entouré d’un fluide, qui apporte ou exerce des 
réactions , normales et périodiques, sur les facettes de sa 
surface, toutes les concaméralions qui le composent entre- 
ront en vibrations concordantes; il y aura autant d’états vi- 
bratoires possibles que les formules (26) et ( 3 i) en peuvent 
représenter ; ces états vibratoires seront de deux classes dis- 
tinctes, les uns dont la périodicité dépendra defî, les autres 
déco; pour la première classe, comme pour la seconde* le 
volume total du corps restera invariable. En un mot, ces 
deux genres de mouvements sont aussi généraux l’un que 
l’autre , ils ont des propriétés communes , et ne diffèrent que 
par quelques points, établissant leurs caractères distinctifs. 
Ne sont-ils qu’une preuve de plus de la fécondité de l’analyse 
mathématique? ou existent-ils réellement dans la nature? 
A cette question , nous nous dispensons de répondre. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

Équations générales de l’élasticité en coordonnées semi-polaires ou cylin- 
driques. — Équilibre de torsion d’un cylindre. — Équilibre d’claslicilé 
d’une enveloppe cylindrique. — Vibrations des tiges 



§ 77. — Lorsqu'on sc propose d’étudier par l'analyse les 
effets de l’élasticité dans les solides limités par des surfaces 
courbes, les coordonnées rectilignes ordinaires se prêtent 
difficilement à cette étude, à cause de la complication des 
équations de condition. Il est toujours préférable d’employer 
un genre de coordonnées curvilignes , tel que chaque partie 
de la surface du corps soit exprimée par une valeur con- 
stante de l'une de ces coordonnées. Mais alors il devient 
nécessaire de transformer les équations aux différences par- 
tielles, qui régissent les projections du déplacement molé- 
culaire, et les forces élastiques intérieures. Nous allons 
donner, dans cette Leçon, un premier exemple de celte 
transformation. Il s’agit des solides de forme cylindrique, 
ou des enveloppes dont les parois sont deux cylindres droits 
ayant .le même axe. Les trois systèmes de surfaces coor- 
données sont alors : les cylindres concentriques , les plans 
méridiens menés par l’axe, et les plans parallèles à la base. 
Les coordonnées d’un point M sont : sa distance r à l'axe, 
l'angle a/.imutal o que ce rayon fait avec un plan méridien 
fixe, et la distance z du point M à la base du système cy- 
lindrique. 

Nous représentons par ( Il , V, W ) les projections du dé- 
placement de M, sur les normales aux trois surfaces coor- 
données qui y passent, savoir : L sur le prolongement du 
ravon V sur la perpendiculaire au méridien s>, \V sur la 

I 5! . 



Equations 
de l’élasticité en 
coordonnées 
semi-polaires. 
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parallèle à l’axe. Les trois normales, ainsi définies, sont 
orthogonales, et figurent respectivement trois nouveaux axes 
des (x, y', z'), dont l’origine est M. Nous désignons par 
(R ; , l h,-, Z,) les composantes, suivant les mêmes normales, 
de la force élastique exercée en M sur l’élémeut-plan d’une 
des surfaces coordonnées, en prenant l’indice i — i, quand 
l’élément est tangent au cylindre ; l’indice i = 2, quand l’élé- 
ment est sur le méridien: l’indice t = !î, quand l’élément 
est parallèle à la base. Les composantes (R, , 4 >, , Z,) ne sont 
autres que les N' , T' , relatifs aux (x 1 ,y' , z') ; c’est-à-dire 
qu’on a 

| Ri = N', , <!>, = «',, Z a = N' s , 

lj |4. ; = z != =r,, z, = R 3 = r a , Ri = *, — T’,. 

Enfin , nous représentons par (R« , $0 , Z 0 ) les composantes, 
sur les nouveaux axes , des résultantes des forces extérieures , 

. , r . / d‘ U rf’V rf»W\ 

y compris les forces d inertie I — -, — , j * 

si le corps se déforme, ou vibre. 

Nous supposons que la base et l’axe du système cylin- 
drique soient l’ancien plan des xy et l’ancien axe des z ; 
que le méridien fixe <p = o soit l’ancien plan des zx. D’après 
cela , si l’on désigne , pour simplifier, cos <p et sin <p parc et s, 
on trouve facilement les cosinus des angles que font, avec 
les axes des (x, y, z ), les nouvelles lignes des (x', y', z') ; 
ces cosinus sont (c, s, o) pour x'ou ( — s , c, o) poury'; 
(o, o, 1) pour z', qui est le môme que l’ancien z. Par ces 
valeurs , les formules de transformation , qui lient lés an- 
ciennes coordonnées (x,j r , z) aux nouvelles (/’, <p, z) , et 
les anciennes projections du déplacement (m, e, w) aux 

r = \jx‘ -+- ~p , tang <f = ^ ; 
!■= .ïU-4-cV; 



nouvelles (U, V, W) , sont 

(?.) ) X=r< ‘’ .*'=•"> 2 = 2 -» 
u = cU — v Y , 
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et la différentiation en déduit facilement 

dr dr dy s dy c 

dx ’ dy ' dx r dy r ’ 

il __ d. td. d. d. cd. 

dx dr r il y dy dr r dy 

ces deux dernières équations sont symboliques et expriment 
comment les dérivées en (.r el_y) d'une fonction se transfor- 
ment dans ses dérivées en (r et q>) ; la dérivée en z reste la 
même. 

11 faut distinguer, parmi les équations que nous voulons 
transformer, celles qui établissent l’équilibre d’un élément 
du corps sous l'action des forces élastiques, et celles qui 
expriment ces forces élastiques à l'aide des projections du 
déplacement moléculaire. Les premières sont essentielles et 
générales , elles ont toujours lieu , que l’homogénéité existe 
ou non , et quelle que soit sa nature; les secondes n'appar- 
tiennent qu'aux corps homogènes et d’élasticité constante. 
Or, au lieu de transformer les premières par les procédés 
habituels , il est plus simple d’obtenir les équations qui pro- 
viendraient de cette transformation , en cherchant direc- 
tement l’équilibre d’un élément de volume, dans le nouveau 
système coordonné. L’élément de volume des coordonnées 
semi-polaires est 

( 4 ) « = dr.rdy.dz. 

11 est compris entre deux cylindres de rayons (r, r -f- /-//•) , 
deux méridiens d’azimuts (^>, <p -+- r/s), et deux plans paral- 
lèles à la base, élevés de (z , z -f- ilz). Désignons respecti- 
vement par (R, R'), ( l l>, *}>'), (Z, Z'), les trois couples des 
faces cylindriques, méridiennes et basiques, de cet élé- 
ment. Pour exprimer son équibre, il faut évaluer, pour les 
égaler séparément à zéro, les trois sommes (SX, S Y, SZ) 
des composantes, suivant les axes des (.r, y, z), des forces 
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élastiques qui s’exercent sur les six faces , et des forces 
(p«R 0 , /5«<î> 0 , pwZo) qui sollicitent la masse cw. 

Ces sommations n 'offrent aucune difficulté, puisque l’on 
connaît les aires des faces, et les cosinus des angles que 
toutes les forces font avec les anciens axes. Dans le cours de 
l'opération, quand on a obtenu les termes fournis, à l’une 
des trois sommes cherchées, par la face (R, ou Z), on 
augmente chacun d’eux de sa différentielle prise par rapport 
à (r, o, ou z ) et l’on change le signe, ce qui donne les ter- 
mes que la face (R', d*', ou Z') fournit à la même somme; 
et il ne reste, après réduction, que les différentielles des 
premiers termes. Par exemple, parmi les termes que la 
face R donne à SX se trouve — cR, rdz dz ; le terme corres- 
pondant fourni par la face R' est c ^ R, r-f- — drj dq dz , 

et il ne reste que c R,^ drdtf dz. De même, parmi 

les termes que la face d> donne à la même somme SX, se 
trouve -4- s ( P.dr dz ; le terme correspondant fourni par la 

face d 1 ' est — ^ c f > * H — d<fj drdz , et il ne reste que 
— | s -f- drdz. 

Des trois équations obtenues , en égalant à zéro les trois 
sommes trouvées que l’on divise par w (4), les deux pre- 
mières contiennent à la fois pR 0 et pd> 0 ; on en déduit faci- 
lement deux autres équations où ces termes sont isolés , et, 
distrayant les forces d'inertie, on a définitivement 



rfR, 

dr 

dr 

dZ 

~dr 



< 5 > + 



iî , 


f/R, , R 


i — <J>> 


d 1 U 


l 

t 


dz 


r 


rpR, ~ p dr ’ 


!î . 


d <J>, <t>. 


■f Rj 


d 5 V 


) 


dz 


r 


P 'Po — p d( , > 


2+ 


d Z, Z, 

— 7~ "1 

dz r 


-T 6 Z» 


d'W 
= p dr • 
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Ces trois équations , dans lesquelles 

(6) K, — Z,, Z, = R J , R, = <!>,, 

d'après les valeurs(i),ou par l'annulation des moments, sont 
les équations générales de l’élasticité, exprimées en coor- 
données semi-polaires, ou cylindriques. 

On y remarquera la présence des termes 

R, — <t>, «I-, -t- R, Z, 

— > > — ! 

r r r 



où les forces élastiques entrent intégralement; ce qui tient 
à la /orme de l’élément «, lequel n’est pas un parallélipipèdc 
rectangle : car les faces 11 et IV sont réellement inégales, et 
les normales aux deux faces d* et 4»' ne sont pas réellement 
parallèles. Ces différences essentielles se traduisent, en ana- 
lyse, par la présence des fadeurs (r, c, ou s) sous les signes 
de la dillérentielle en ( r , <j>), que l’on ajoute à chaque terme 
fourni , lors des sommations indiquées, par la face (Il , 4>, 
ou Z), pour obtenir le terme correspondant , donné par la 
face (R', 4»', ou Z'). 



§ 78. — Il faut avoir recours aux procédés habituels de 
transformation pour obtenir les composantes (R,, 4> ; , Z,), 
exprimées par les dérivées en ( r, <p, z)dcs fonctions (U, V,W). 

A l’aide des relations ( 2 ) et (3), on obtient les | 

en fonctions linéaires des nouvelles dérivées. Ces valeurs, 
substituées dans les formules ( 1 ), § 20, qui appartiennent 
aux solides homogènes et d’élasticité constante, donnent 
les N, , T;. Enfin , les relations (11), § 18, où l’on substi- 
tue les cosinus évalués au § 77, conduisent aux N'- , T' ( 1 ), 
ou aux (R,, 4», , Z,) que l’on cherche. Cette opération est 
abrégée par l’introduction des sinus et cosinus de l’arc si, 



Formules rcla- 
lires aux 
cylindres homo- 
gènes délnsli- 
elté constante . 
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et par (les artifices de calcul faciles à imaginer; clic con- 
duit aux valeurs 



( j — 1 drV 

r dr 



dV d W 
c/» c/s 



c/U „ /c/V i c/W\ 

R,= X0H- 2f x— , — J, 

/U i c/V\ , „ /c/W c/U\ 

^=xe + 2,x^ 7 + -— j, 

-, « » c/W n _ / i c/U c/V V \ 

Z, = X 0 -t- 2f * 7r , R,._ 4 ., -1^- ^ + 7^-7)’ 



et constate encore une fois les relations ( 6 ). 

Lorsque l’on substitue les valeurs ( 7 ) dans les équa- 
tions (5), celles-ci perdent de leur généralité, et ne sont 
plus applicables qu’aux solides homogènes et d’élasticité 
constante. On peut alors les mettre sous la forme 



d 0 


/* 


c/r 


'»v, 


dï + IX 


V 


c/f 


dz ) 


1 c/0 




'c/.L 


d r\ 


r c/ÿ 


M 


\ dz 


"rfP) + 


c/0 / 




c/rUb 


1 f/ x\ 






dr 


r df ) 



en posant, pour simplifier, 

I c/V 1 c/W 
1 dz r c/y 

, , ] c/W c/U 

f ' c/U _ c/V 
' r d y dr 



— — , 



Les formules différentielles (3) établissent sans peine que le 
paramètre différentiel du second ordre A' ou ( — ^ -t- + 7 ^) 



Digitized by Google 




est exprimé par 



SUR (/ÉLASTICITÉ. 



1 85 



(10) 




l d. i d 7 . 

r dr r 7 d<f 7 



d 7 . 

dï‘ 



en coordonnées semi-polaires. Dans le cas général adopté , 
§ 26 , la composante des forces extérieures, suivant une 
direction donnée, est la dérivée, prise dans cette direction 
même, d’une fonction F dont le A* est nul, en sorte que 
l'on a 



(.,) 




i d F 

*.= - —, 

r du, 



Z, 




et, puisque A’ F = o, il s’ensuit 



( 12 ) 



I 

r 



dr R„ i d < !>, 

dr r do 




D’après cette relation (12), si l’on ajoute les trois équa- 
tions (8), après les avoir respectivement multipliées par 
des facteurs tels, puis ditî'érenliées de telle manière, que 

le second membre de la somme soit 0 — -• 0 avant la va- 

~ dt 7 J 

leur (7), on retrouve, en renversant, 



(i3) 



d 7 0 
dt 7 



tt’A* 0; 



ce qui devait être, puisque cette équation exprime nue 
propriété générale de la fonction 0, complètement indépen- 
dante du système de coordonnées que l’on emploie. O11 trou- 
vera facilement quels termes particuliers (U 0 , V 0 , W 0 ) doi- 
vent entrer dans les valeurs intégrales des (U, V, W), pour 
faire disparaître des équations (8) les termes en (Ro^o* Z 0 ) ; 
et l’on pourra faire abstraction de ces forces extérieures 
quand il s’agira d’étudier les cflbts de l’élasticité provenant 
d'autres causes, §§ 26 et 28 . 
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Telles sont les équations et les formules de l’élasticité, 
transformées en coordonnées semi-polaires, et directement 
applicables aux solides de forme cylindrique. Elles n’étaient 
pas précisément nécessaires aux questions très-simples et 
en petit nombre que nous allons traiter; quelques trans- 
formations particulières et faciles eussent suffi. Mais nous 
avons pensé qu’il était utile d’établir ces nouvelles équations 
dans toute leur généralité, pour faciliter des recherches plus 
difficiles, où leur emploi serait indispensable. Quelquefois, 
dans les travaux de Physique mathématique, on abandonne 
uneidée accessoire et qui mériterait d’être poursuivie, parce 
que l’on n’a pas à sa disposition les relations analytiques 
nécessaires , et que leur recherche, exigeant trop de temps, 
ferait perdre de vue l'idée principale. C’est alors que l’im- 
patience peut conduire à l’erreur : si , pour aller plus vile, 
on considère l’élément des coordonnées semi-polaires 
comme un parallélipipède rectangle, et si, se fondant sur . .' 
une analogie spécieuse , on évalue les (R, , <!>, , Z, ) au moyen 

des (IN,, T,), en y remplaçant simplement les y | " ’ — 

, rf(U, V,\V) . . , r 

par les ; , on a ainsi , et rapidement , des lor- 

* rl (tir, rrly, riz) 1 

mules fausses. 



Équilibre § 79. — Considérons l’équilibre d’élasticité d’une tige 
d ” cîuûdra 1 an cylindrique, verticale et tordue. Nous supposerons que la 
lige soit fixée à son extrémité supérieure, prise pour la base, 
que son axe vertical soit dirigé de haut en bas et que la 
torsion ait lieu de droite à gauche. On peut prendre pour 
les projections du déplacement , 



( 1 4 ) U — o , V = a rz , W = o ; 

la constante or représente l’angle de torsion; ni l’angle y, 
ni le temps I n’entrent dans ces valeurs; on fait abstraction 
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des (R 0 , ‘^0, Zoji les formules (7) donnent 

N',=R, = 0 , N’, =<t, = 0, N' J =Z i = o, 

T, — «*•_, = Z; = par = T, 

T;=:Z, =R, = o, 

T'a = R i = *, = O ; 

et les équations ( 5 ) sont vériGées. Ainsi , toutes les surfaces 
cylindriques intérieures, cl aussi la surface de la Tige, ne 
sont sollicitées par aucune force élastique; les faces méri- 
diennes et basiques de tout élément de volume o> sont solli- 
citées par des forces élastiques tangculiellcs, dirigées paral- 
lèlement à l’axe pour les premières, suivaut la tangente au 
cylindre r pour les secondes. 

L’équation (12) du § 22 se réduit à A s — T’A = o ; les 
trois forces élastiques principales sont donc (o , — T, -f-T) ; 
011 obtient leurs directions eu substituant successivement 
ces valeurs avec les N'-, T'- (i 5 ) dans les équations (10) du 
§22, et rapportant les cosinus (m , n , p) aux ligues 
*(x', y', z'), définies plus haut, § 77 . I.a valeur A = o 
donne p = o , n = o , ni = 1 , ou la direction de r; c’est- 
à-dire que toutes les forces élastiques sont dirigées dans un 
même plan, tangent au cylindre r. La valeur A = — T 
donne /i + /) = ü, c’est-à-dire que l’élément-plan sur 
lequel s’exerce la pression normale — Ta pour équation 
y' — z' — o , passe par le rayon r, et s’élève dans le sens du 
déplacement \ , sur un angle de 45 degrés avec l'horizon. La 
valeur A = -t- T donne n — p — o , c’est-à-dire que Télé- 
ment-plau sur lequel s’exerce la traction normale -+- T a 
pour équation y' z' = o, passe par le rayon r, et s’a- 
baisse sous un angle de 45 degrés avec l’horizon. 

Dans le cas actuel, la relation (6), § 32 , qui constitue 
le théorème de M. Clapeyron, conduit d’une manière très- 
simp’e à la valeur de l’angle de torsion a. En ellct , le 
premier membre de cette relation est, ici, Sl'YaouaM, 
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M étant le moment total îles efforts qui ont produit la tor- 
sion; le second membre est 



///■(”' 



loi, F est nul, et G se réduit à — p*scV s ; l’intégrale 
devient 

f f S r ' drt h dz \ 

étendue à toute la lige dont la longueur est l et le rayon R , 
elle donne 



La relation citée se réduit donc à 

2 M 

“ ~îTp‘ R r / ? 



valeur qui reproduit les lois connues de l’angle de torsion. 

§ 80. — Nous allons étudier maintenant l’équilibre d’é-* 
lasticité d’une enveloppe solide cylindrique, dont la paroi 
intérieure, de rayon R, soit soumise à une pression con- 
stante — P, et dont la paroi extérieure, de rayon R', soit 
soumise à une autre pression — P'. Nous supposerons P 
plus grand que P', et tellement que (R s P — R /S F) soit po- 
sitif. Le cylindre est fermé par des fonds, plats ou courbes, 
soumis aux mêmes pressions, et ajustés de telle sorte, que 
l’enveloppe cylindrique éprouve une traction F parallèle 
à l’axe, et de même intensité sur toute l’étendue d’une sec- 
tion droite annulaire; cette condition établit l’équation 



d’où 

(16) 



(k R’’ — TT R’) F = P. TT R 3 P'. TT R", 

R’ P — R' 2 P' 

“R" — R' ‘ 
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Dans ccs circonstances , V = o , U et W sont indépendants 
de 9 et de t ; de ce que les composantes tangenlielles des for- 
ces élastiques sont essentiellement milles sur les parois, il 
suit que U est indépendant de z , et W de Les valeurs (7) 
deviennent 



{' 7 ) 



2 F ) 


d\] . 


/ U 


rfWN 


y +11 




*0’ 






rfU 


rfWN 


2 f) 






rfz J’ 


a f») 


dVf . 


/rfü 


UN 




\* + 7 )' 


z,= 


= R 3 = 0 


, R,: 


= «!>■ = 



Enfin, des équations ( 5 ), où l’on fait abstraction des 
(R 0 , 4 > c , Z„), la seconde est identique; la troisième donne 



rfZ 3 ePW 

7 ÂT = °’ 0,1 ~ds=°’ 



d’où 



(18) W -cz-, 

la première devient 

d R, R, — <t>. 



et, parles valeurs (17), se réduit à 

iRU ^</U_ U 
dr 3 ^ r dr H 

d'où 

{19) + 

c, a. b sont trois constantes. 



= o, 
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F. es formes nécessaires des fonctions W (18) et U (19) . 
étant maintenant connues, les forces élastiques principales 
• (17) et la dilatation 0, sont 

R, = 2 (X -H p ) a — 2 (x — -t- 

<I>, = 2. (X -f- [i ) a +- 2 (i ~ -t- \c, 

Z, = (i -I- 2 fi) c + 2I a, S = 2d + c, 

Or, Z 3 doit être égal à F, R, doit devenir — P pour r = R, 
et — I v pour r = R'; ce qui établit entre (a, b, c) les trois 
équations 

R ! P — R ' 3 P' 

(1 + 2 fi) c 4 - 2 X a = , 

z(\ + n)a~- -^--i-\c= — P, ■ 

2 ( X + fO fl — +*c= — P'-, 

qui donnent facilement 

_ R 3 R' 3 (P — P') 

2 p ( R ' 3 — R 3 )’ 

1 R 3 P — R' 3 P' 

“31 + 2(4 R" — R 3 ~ ’ . 

3 R 3 P — R' 3 P' 

31 + ap R ' 3 — R 3 ’ 

d’où l’on conclutque l’enveloppe est uniformément dilatée 
dans toute son étendue. Avec ces valeurs (21), <I> S devient . 

R 3 P — R' 3 P' R 3 R ' 3 (P — P') 

<J>„ zz: f- v - — ■ ; 

R' 3 — R 3 r 3 ( R ' 3 — R 3 ) 1 

c’est-à-dire que la section méridienne ou diamétrale de 
1" enveloppe éprouve une traction normale, variable, et 



! 
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donl le maximum, qui a lieu vers la paroi intérieure, 
est 



( 22 ) 



R 1 P — R’ 3 P' -+- R' 1 (P — P') 
K - R’ 



Si l’on donne à A la valeur-limite que la traction maxima 
ne saurait dépasser, sans faire craindre une altération 
permanente, la relation ( 22 ) conduit à 



(23) 



R' . / A + P __ 1 

R y A-1-2P' — P j p p' 

v 1 -2 a+ _ p 



pour la moindre valeurque l’on puisse donner au rapport 



R' 

R - 



Cette valeur indique que, si la pression intérieure égale ou 
surpasse la limite A augmentée du double de la pression 
extérieure, l’enveloppe s’altérera inévitablement. Posons 



(24) R' = R(.4-*), ~p = «; 

eR donnera l’épaisseur de l'enveloppe; dans la pratique, 
P — P' est la pression effective, et son rapport e à ( A -+- P) 
est ordinairement une très-petite fraction ; alors l’équa- 
tion (a3) se réduit à- 



1 -+• e — ( l — 2 £ ) ’ — I -+- 1 , 

ou bien 

(25) f-i| 

formule dune simplicité extrême, et certainement plus 
exacte que toutes les formules empiriques employées daus 
des circonstances analogues. 

Dans un aucien travail déjà cité, § 68, se trouve la solu- 
tion d’un problème général, qui consiste à déterminer l*é— 
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quilibre intérieur (l’une enveloppe cylindrique indéfinie, 
lorsque les deux parois sont soumises à des forces données, 
variables d’un point à l’autre de ces surfaces. Nous 11 e re- 
produisons pas ici cette solution , encore trop compliquée. 
D’ailleurs nous avons pour but, non de donner un traité 
complet, mais de montrer, par des exemples simples et va- 
riés, l’utilité et l’importance de la théorie mathématique 
de l’élasticité. 



§ 81. — Quelques mots maintenant sur les états vibra- 
toires des solides de forme cylindrique; ils sont régis par 
les équations ( 8 ), où l’on fait abstraction des (R 0 , < i > oi Z 0 ), 

et où l’on remplace ^ et - par et co s . D’après la 



théorie donnée dans notre onzième Leçon , ces états vibra- 
toires composent deux classes distinctes : pour ceux de la 
première classe, les termes en ce* disparaissent des équations 
générales, les fonctions (4», ilï>, T) ( 9 ) sont donc nullcs , ou 
bien l’on a 



d\r_d\\ dW rfU rf TJ d\ r 

dz da ’ dr dz 5 d tf dr 



puis , par intégration et par substitution , 



( 2 7) 




* rfF w - rfF 
w -rfT 



\ 



8 = â’F, 



d-F 

dr 



n 3 A 2 F. 






Pour les étals vibratoires de la seconde classe, les termes 
en fl’ s’annulent dans les équations ( 8 ), transformées 
comme il est dit plus haut, et l’on a 



1 dUr 1 dV d W 

9 = — = 0 . 

r dr r d if dz 

Les vibrations longitudinales que l’on fait naître dans 
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une tige cylindrique, en la pinçant au milieu, et la frottant 
parallèlement à la longueur, appartiennent à la première 
classe. Le déplacement étant parallèle à l'axe, U = o, 
V = o, et W existe seul; la fonction F (27) est donc indé- 
pendante de r et de W ne contient que (s, l ), et doit \é- 
rifier l’équation 



d' W 

rit' 



il' 



d ' W 
' dz' ’ 



les composantes tangcntielles (7) ( < J> s = Z t , Z, = R 3 , R,= d> 1 ) 
sont nulles d’elles-mêmes et partout. Si a est la longueur de 
la tige, dont une extrémité est à l’origine, les vibrations 
dont il s'agit sont représentées par l’équation 

W = cos { 2 / -+- 1 ) t - cos (2 y 1 1 n — -, 

a n 



comme les vibrations longitudinales de la lame rectangu- 
laire , § 70 , et l’on est conduit aux mêmes conclusions. 



§ 82 . — Un étal vibratoire de la seconde classe a lieu quand 
V existe seul et ne varie pas avec ij>; alors U = 0, W = o, 
d\ 

- — = o, d’où 0 = o. Les composantes tangcntielles Z, = R, 

sont nulles d’elles-mêmes ; il en est de même deR,= d>,, si 
d\ V 

— = -tOu si l’on prend V = rf, f ne contenant que 



Vibrations 
tournantes et 
silencieuses. 



(z, /) et satisfaisant à l’équation 



d\r 

dt' 




pour la complète vérification des équations générales. 11 faut 

i a. <VV . .. 

en outre que la composante < P 3 = — soit nulle aux extre- 

1 3 
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valeur qui remplit d’ailleurs toutes les autres conditions. 
Les composantes normales (R,, d*, , Z 3 ) étant nulles, ce 
genre de mouvement vibratoire s’établit sans que la surface 
totale du cylindre soit sollicitée par aucune force élastique, 
ni tangentielle, ni normale; de plus, les molécules de cette 
surface vibrent sans en sortir, et le cylindre n’éprouve au- 
cune déformation périodique. 11 serait difficile d’imaginer 
un état vibratoire plus silencieux et plus imperceptible. 
Les expériences sur le pendule, faites au Panthéon par 
M. Foucault, ont constaté un mouvement de cette nature, 
par les oscillations tournantes de la boule sphérique atta- 
chée au long fil pendulaire. 
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QUINZIÈME LEÇON. 



Équations générales de l’élasticité en coordonnées polaires ou sphériques. — 
Enveloppe sphérique ribranle. — Vibrations des timbres hémisphériques. 



§ 8JL — Les corps solides terminés par des surfaces sphéri- 
ques offrent plusieurs applications importantes de la théorie 
de l’élasticité, que nous allons exposer dans cette Leçon et la 
suivante. Il est donc nécessaire de transformer encore une 
fois les équations générales , pour les exprimer en coordon- 
nées polaires ou sphériques. Les nouvelles surfaces conju- 
guées sont : les sphères concentriques, les cônes d’égale lati- 
tude et les plans méridiens; les nouvelles coordonnées d’un 
point M sont : la distance r au centre du système, la lati- 
tude ® ou l’angle que la ligne r fait avec le plan de l’équa- 
teur, la longitude ^ ou l’angle azimutal que le méridien de 
M fait avec un autre méridien fixe. 

Nous représentons par (U, V, \\ ) les projections du dé- 
placement de M , sur les normales aux surfaces coordon- 
nées qui y passent, savoir : IJ sur le prolongement de r, V 
sur la tangente à la méridienne et vers le pôle, W sur la 
tangente au parallèle du côté opposé au méridien fixe. Les 
trois normales, ainsi définies , sont orthogonales, et figurent 
rcspecli veinent troisnouveaux axes rectilignesdes(x , ,'> ', z'), 
dont l’origine est en M. Nous désignons par (R,, , H' - ,) 

les composantes, suivant les mêmes normales, de la force 
élastique exercée en VI sur l’élément-plan d une des surfaces 

1 3 . 



Équations 
de l'élaslldtc en 
coordonnées 
polaires ou 
sphériques. 
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coordonnées; en prenant l’indice i — i, quand l’élément est 
langent à la sphère; l’indice i= 2, quand l’élément est tan- 
gent au cône de latitude; l’indice i = 3 , quand l’élément est 
sur le méridien. Les composantes (R,, d*,-, 'P,) 11c sont 
autres que les JV', , T' ; , relatifs aux (x', y z') ; c’est-à-dire 
que J’on a 

R. = N',, T, = N', , 

4-, = Tv = T', , M , = R . = T', , R, = <D, = T, . 

Enfin, nous représentons par (R 0 , ¥,>) les composantes, 

sur les nouveaux axes , de la résultante des forces extérieures, 

/ r / 2 II tp\ d*Vi\ 

y compris les forces d’inertie ^ — y — -^p |» 

si le corps se déforme, ou vibre. 

Nous supposons que le plan de l’équateur et la ligne des 
pôl es du système sphérique soient l’ancien plan desxy etl’an- 
cîen axe des z , le méridien fixe t|/ = o étant l’ancien plan des 
zx. D’après cela, si l’on désigne, pour simplifier, cosip et 
sin<p par c et s, cos(j/ et sint}/ par c' et .s', on trouve facile- 
ment les cosinus des angles que font, avec les axes des 
(x, j", z ), les nouvelles lignes des (x\y', z'); ces cosinus 
sont (ce', es', s) pour x', ( — sc', — ss r , c) pour y', (s ,c, o) 
pour z'. Par ces valeurs , les formules de transformation qui 
lient les anciennes coordonnées (x, y, z) aux nouvelles 
(/■, q>,<p), et les anciennes projections du déplacement 
(u, t', te) aux nouvelles (U, V, W), sont : 

x = rcc' , j — res ' , z — rs , 

/ z . Y 

rang ? , , ta ne i = -y 

y j’ y’ x 

u — cc ' U — sc ' V — s' W , 

i> = et' U — .t.t ' V c' W , 

(»= jU + cV, , 
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cl In différentiation eu déduit facilement 



(3; 



tir 

tir ~ " ’ 

<1 <f sc 

tir r 

tl!f _ s' 

J tir rc 

tl 
tir 
tl. 

dÿ ~ 



tlr _ 
dy ~ 

tir 



dy 
.d. 
tîr 
tl. 
C * tit 



ss 

— > 
r 

c' 

— » 
rc 

sc' tl. 
r H » 
ss’ tl. 
r rly 



c 

— ) 
r 



tir 
riz 
tl (f 

riz 

di, 

ih= n 
>' d. 
rc d'it * 
c' tl . 

rc d-if ’ 



tL_ 

dz 



d. c d. 

tir r d a 



Ces trois dernières équations sont symboliques et expriment 
comment les dérivées en (x, y, z ) d’une fonction se trans- 
forment dans ses dérivées en (;•, <p, ÿ). 

Pour obtenir les équations générales de l’élasticité, 
exprimées par les dérivées des (R,, d 5 , , Ÿ,-) , il est préfé- 
rable d’établir directement l’équilibre d’un élément de 
volume dans le nouveau système coordonné. I. élément de 
volume des coordonnées polaires est 



( ^ ) w = tir .rdtf . rctl -!f ; 

il est compris entre deux sphères de rayons (/•, r dr ), 
deux cônes de latitudes ( q> , <p -4- r/q> ) , et deux méridiens de 
longitudes (<p, tp-ht/^). Désignons respectivement par 
(R, R'), (<l>, <!>'), (Y, Ÿ')l es trois couples des faces sphé- 
riques, coniques et méridiennes, de cet élément. Pour 
exprimer son équilibre, il faut évaluer, pour les égaler 
à zéro, les trois sommes (SX, SY, EZ) des composantes, 
suivant les axes des (.r, y , z) des forces élastiques qui 
s’exercent sur les six faces, et desforces (po>R 0 , potd’o, p td^o) 
qui sollicitent la masse pto. Ces sommations sont faciles, 
puisque l’on connaît les aires des faces et les cosinus des 
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angles que toutes les faces font avec les anciens axes. Quand 
on a obtenu les termes fournis à l’une des trois sommes 
cherchées par la face (R, ou 'F } , on augmente chacun 
d’eux de sa différentielle prise par rapport à (/', y ou et 
l’on change le signe; ce qui donne les termes que la face 
(R', <!>' ou Ÿ') fournit à la même somme; et il 11e reste, 
après réduction , que les différend elles des premiers termes. 

Les trois équations obtenues, en égalant à zéro les trois 
sommes trouvées que l’on divise par w ( 4 ), contiennent à la 
fois (pR 0 , p<t>o et p¥ 0); on en déduit facilement trois 
autres équations où ces termes sont isolés, et, distrayant 
les forces d’inertie, on a définitivement 



</R, 



de R. 1 rfR, 2 R| — 4 *, — Ÿj 



tir 



rc tl 



? 



rc d-li 



- 4 - 



•f-n. = p 



ti-ii 

~dF ’ 



( 5 ) 



</<!>, 1 dc<- 1 >, 1 rt, c tl-\ 

— h — -tt H 1- p4>,= p 

dr r il y rc d-\ r 1 r 

d V, 1 de 



aT.-f-R,— - 4 >j 
«4., c 



- 4 - p 'F« = p - 



dt‘ ’ 



tP Vf 



\ dr rc df rc d i}< r 

ces trois équations , dans lesquelles on a 
(6) % = R,, R, = <!>,, 

d’après les valeurs (1), ou par l’annulation des sommes des 
moments, sont les équations générales de l’élasticité, 
exprimées en coordonnées polaires ou sphériques. 

On remarquera, dans ces équations, les termes 

_ „ m 2*, + R, 4 - - Vj a'F, -4- R, — - <1> 3 

2 R, — <S > , — f, c r 

, , , 



où les (R,, tb,, Ÿ,) entrent intégralement, et aussi la 
présence du facteur c sous le signe des différentiations par 
rapport à <p; ce qui tient à ce que l'élément w n’est pas un 
parallélipipède rectangle : car, ni ses faces sphériques 
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(H, IV), ni scs faces coniques ( { J>, 4>') 11 c sont égales , cl, 
de plus , les normales à ses faces méridiennes ne sont pas 
parallèles. Ces inégalités se traduisent, en analyse, par la 
présence des facteurs ( /•*, c ou s , c' ou s'), sous le signe de la 
différentielle en (r, ç, (p), que l’on ajoute à chaque 
terme fourni , lors des sommations indiquées , par la face 
( R , d* ou ¥) , pour obtenir le terme correspondant donné 
par la face (IV,^' ou 

§ 84. — 11 faut avoir recours aux procédés habituels de 
transformation pour obtenir les (R,, 4 / ,) exprimées 

par les dérivées en (/', <p , tp) des fonctions (U, V, W ). A 

d («.e, <e) 

<*11 

d (x, j, z) 

fonctions linéaires des nouvelles dérivées. On substitue ces 
valeurs dans les formules (i), § 26, qui appartiennent 
exclusivement aux solides homogènes d’élasticité constante, 
ce qui donne les N,, T,. Enfin , les relations ( 1 1 ) du § 18, 
où l’on substitue les cosinus évalués au § 84, conduisent 
aux JS , Tj (i) ou aux (R,, 4>, , Cette opération, né- 
cessairement longue, est facilitée par l’introduction des si- 
nus et cosinus des arcs 2 '.p et aç ; elle conduit aux formules 



l'aide des relations (a) et (3) , on obtient les 



(7) 



dr> li 
dr 



i de V 
re d f 



i d W 
rr dit ’ 



dü 

R, = 19 -t- 2 u — = N , , 
dr 

I ü l d\ \ M , 

<1-, = aO ■+- 2u. - H — ) = JN , , 

\ r r d <p J 

„ , U .V V i r/W\ 

,*.=»+. p ^-- ; - r +- 5T )=h„ 

( ! d\ I d W ,ï W\ 

•J 1 J — — p ( ~ JT H ) — 7 I > 

\ nr rf îji r d y e r j 

/d\V YV i r/U \ 

+ , = R., _ <a ( — — — - — ) — r,, 



\ 

/ 1 rfU d\ 

R Ï = *; = U^_ — -4- ^ 



- 1 - r 



l’or mules 
rclnlitrs nu y 
spht'rcs homn- 
pônoH d’êla.sli- 
cllé constante. 
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Enfin, par la substitution de ces valeurs dans les équa- 
tions (5), qui perdent alors leur grande généralité, on 
obtient celles-ci : 






(8) ' (> -4- 2 p) c d 



.. % I fl 7 



f/e 

1? 

f/e 
? 

i f/0 

ï 



( d r d i)ï, \ / « • u \ 

dx f/r\ / f/’V\ 

___ r j + pcr .^ 0 __J = o ) 
l, f/A.\ / f/‘W\ 

en posant, pour simplifier, 

i /f/rV f/fcW \ _ 

[ r*c \ dp f/if / 

' i /dm Vf dV\ 

(9) {zi-* Z jij = 1,b > 



f/>ü\ 



dû 

d<f 



dr\\ 
rfr ) ~ ^ 



Si l’on ajoute les trois équations (8), après les avoir dilfé- 
rentiées, la première en r, la seconde en ç, la troisième 
en <p, on élimine les (Jt>, *)'•>, T); ce qui fait disparaître aussi 
les forces extérieures (Ro,^, Ÿo), quand elles sont, comme 
on le suppose, les dérivées 



R °~ HP' 



i f/F 0 
r dy 



* _ « dF 0 

* u TT" 



d’une même fonction F 0 , vérifiant l’équation A s F 0 = o. On 
obtient ainsi l’équation 

dd 



f/ ! S X 2 p 

P ~dF~ P 



r/r 2 









i df 



d'Q 



c do 



c 1 d iji 1 



qui doit se réduire à 



d'-O 

dp 



il’. AO, 
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SL" U L'ÉLASTICITÉ, 
puisque cette équation fondamentale, qui régit la fonction 0, 
ou la dilatation, est nécessairement indépendante du sys- 
tème des coordonnées. 



§ 85 . — Telles sont les équations et les formules de l'élas- 
ticité , transformées en coordonnées polaires , et directement 
applicables aux sphères solides et aux enveloppes sphéri- 
ques. INous considérerons d’abord les vibrations. D’après la 
théorie donnée dans notre onzième Leçon, ces vibrations 
sont régies par les équations (8), où, faisant abstraction 
des (R 0 , ‘Po, To), on remplace (J.-f-2p) par pfl s , p parpto*; 
elles se partagent en deux classes distinctes. Pour les vibra- 
tions delà première classe, que nous étudierons seules, les 
termes en o) ! disparaissent , les fonctions (*l>, tlî), T) (9) sont 
milles , et l’on a 

rfitïï _ r/U r/U _ drV 
tir tl ■]/ tl tf tir 



(10) 



t/rX 

7 /* 



tire W 

~<h 



d’où l’on conclut, F étant une nouvelle fonction , 



U= 4 F , Vas i" w=i" 

dr r d y rc a y 



(") 



. ,rfF 
dr xr 

i dr 
r 3 dr 



. dF 
rie — 

1 il f 

t* C d y 



i d* F 

dÿ ~ A ' F ; 



car les formules diiTéren tiellcs ( 3 ) mon trent sans peine que le 
paramètre difTérentiel du second ordre A’, ou 

/ri\ dL d’.\ 

\ t ix* tl) ’ ^ th 1 ) ’ 

transformé en coordonnées polaires, prend la forme 




Enveloppe 

sphérique 

vibrante. 
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tion différentielle 



I.KCONS 



(22) 



il 'A 
dr‘ 



2 

r dr 






n (n -h 1 



tfl — o j 



n est un entier quelconque, q un paramètre arbitraire. O11 
s’assure aisément que le produit (19), substitué à F, rend 
l’équation (18) identique quand on élimine les dérivées à 
l aide des équations (20), (21), (22). L'intégrale générale 
de l’équation diilérentielle (20) est 

( 23 ) -f = H ms (7 u t ) -f- H' sin (7 LM ) , 

H, H' étant deux constantes arbitraires. 

La fonction 3 k 11e doit devenir infinie pour aucune valeur 
de <f et de ij/; elle doit conserver la même valeur quand 
l’arc <p augmente d’une ou de plusieurs circonférences; de 

plus, la variable doit en disparaître quand (f = ± ou 

quand a = ± 1 . Ces propriétés sont essentielles pour que 3 k 
ouïe produit (19) puisse représenter la loi d’un phénomène 
dans un système sphérique complet; elles exigent que n 
soit un nombre entier, et réduisent l’intégrale générale de 
l’équation (21) à la formule suivante : 




3 k« = P^ : («nCos/îJ* -f- b„ sin rri/) 

+ P^' } [n „- , cos (« — 1 } i|/ è„_, sin { n — 1 ) 1}/] 

-f- P^ 1 [r/„_,cos(«— 2)1}; +£>„_, sin (//— 2)-}] 
I + P n ‘ [n„_jCos(« — 3)iJ/ 3)^] 



-f- V " (a, cos 2i|< -f- b, sin 2-^) 

~l_ j,(« -1) cos | _p, £ s j n ^ pé'> 
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dans laquelle les P;, 0 représentent, pour simplifier, les fonc- 



tions de a que voici : 



/i n — t 




P'»)- ** _ "(""O , /»( «-») (»-a)(»-3) 

" 2 [m 1 ) 2 . 4 ( 2 // — l)(2/I — 3 ) 

et où les ( 2 « -l-i) coeiïicients (a,, />,) sont des constantes 
arbitraires. 

L'équation différentielle ( 22 ) est vériüée par la valeur 



,41 = //? = r" m„ 



(25) 



)ù v„ — ( cos (qr sin x) cos M+l xdx. 

J o 



L’intégrale définie to„ s’obtient sans difficulté par les pro- 
cédés ordinaires du calcul infinitésimal; on trouve 



sin t/r 

n r 



i w, = — — (sin qr — qr cos qr), 



. .. , , 2/1 (2/1 — 1) 2/1 (in — 2) 

(2b J ) 0)„ = —7-; w„_, ‘ 



qr 

2.3.4 



- i r 



sin qr — qr cos qr I , 
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ÏNous désignerons, pour abréger, par m', in" Jes deux pre- 
mières dérivées de la fonction m (aa), qui , vérifiant l'équa- 
tion (22) , donne 

{27 ) r % m" -+- 2 rm' -f- [«y’/-’ — 11 [n — 1 ) ] m =r o. 

On sait que, m étant une intégrale particulière de l’équa- 
tion (22), l’intégrale générale est + B J m, où 

C et B sont deux constantes arbitraires; nous prendrons 



(28} 



X f 1 

76?' 



eu faisant C = i, ce qui ne diminuera en rien la généralité 
du produit (19), à cause des constantes arbitraires qui 
entrent déjà dans les autres facteurs 3 et Oô. 

Pour que le produit (19) satisfasse à la double condi- 
tion ( 1 5 ) , il faut et il suffit que l’on ait 

, , fidl & 

( 29) — — = — pour r = r„, et pour r = r, ; 

fit ’ r 

cette équation (29) , quand r y reste indéterminé et que & 
a la valeur ( 28 ) , prend la forme 

B = (i-t- BS) rm [m — rm'), 

d’où l'on déduit 



-D 



dr 

m> 



[m ■ — rm') 



et si , pour désiguer la valeur que prend une fonction de r\ 
quand r=r„, ou quand /• = /',, 011 place, au bas de la 
lettre qui exprime cette fonction, l’indice o ou l’indice 1, 
•on devra avoir 



>,!f; 



dr 1 

* m' r,m, (m, — r, m\) r,m, (m, 

B =r, — r, *»',). 



r.m.i 
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La première de ces relations est une équation transcendante, 
dont le paramètre q doit être une des racines; la seconde 
détermine la constante II, lorsque q est connu. 

Ainsi les produits tels que F ( ly ) qui , satisfaisant à toutes 
les conditions imposées, représentent des états vibratoires 
possibles de l’enveloppe sphérique, forment une sorte de 
table à double entrée : car l’entier n peut avoir toutes les 
valeurs , depuis zéro jusqu’à l'infini ; et , pour chaque valeur 
de 11, il existe une équation transcendante ( 3 o) dont les 
racines, en nombre infini, sont autant de valeurs corres- 
pondantes du paramètre q. 11 y a autant de produits (ly) 
différents que de couples de valeurs de n et q : chacun de 
ces produits contient ( 4 « -+- a) constantes arbitraires, 
savoir : (2// -ht) pour la fonction : )ô„ (24) qui sert de coef- 
ficient à cos (q£lt), et (2/1 -f-i) pour le coefficient de 
sin (qClt) dans S ( 23 ). Tous ces produits étant réunis par 
voie d’addition, en conservant tous leurs coefficients 
distincts les uns des autres, formeront une intégrale géné- 
rale de l’équation (18), satisfaisant à la double condi- 
tion ( 1 5 ) . 

Cette intégrale représentera le mouvement intérieur 
de l’enveloppe sphérique, quand l étal initial ou les dé- 
placements primitifs seront tels, qu'il y ait dilatation ou 
contraction en chaque point du solide. S’il résulte de cet 

"... , ri F 

état initial que F et sa dérivée —7 étaient alors des fonc- 
1 rit 

lions connues de (/•, <p, t|»), toutes les constantes arbitraires 
de l’intégrale générale pourront être complètement déter- 
minées, en appliquant la méthode d élimination par inté- 
grations définies , dont ou fait un si fréquent usage dans 
toutes les théories physico- mathématiques, et qu’il est 
inutile de reproduire ici. Comme dans les autres corps 
sonores, le mouvement intérieur de l’enveloppe sphé- 
rique résulte de la superposition on de la coexistence 



, . Digitized by Google 




ao8 LEÇONS 

de tous !es étals vibratoires possibles auxquels les valeurs 
trouvées des coefficients assignent leurs amplitudes rela- 
tives. Chacun de ces états vibratoires correspond à un 
couple de valeurs de n et q ; il pourrait exister seul si l’état 
initial s’y prêtait; on peut donc l’étudier isolément. 

La seconde équation (3o) se simplifie singulièrement 
quand l’épaisseur de l’enveloppe est extrêmement petite, 
comparativement au rayon r 0 de la paroi intérieure. Elle se 
réduit alors à 



nn [ni — rm ' ) 
~dr 



— — = o, pour /■ = /•„, 
r in 



équation qui devient successivement 
drm (m — rm') 



dr 



-H (m — rm’Y 



r 1 m 7 [m — rm' Y 

2 m — [r^rn" -t- a rm') 
r 7 ni [m — rm ') 1 



= o, 



et, par la relation ( 27 ), 

7 V — (n — l)(*-ka) 

r 7 [m — rm ') 7 ’ . ' , 

ce <jui donne enfin la seule valeur 

( 3 .) 9 ^£Eî3l IEEE). 

r o ' 

Lors de ce cas extrême , l’enveloppe sphérique devient une 
sorte de surface élastique vibrante, analogue aux membra- 
nes, mais qui n’exige pas de tension préalable. D’après l’u- 
nique valeur (3i), les sons que peut produire l’enveloppe 
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sphérique mince sont exprimés par 
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n = v(« — «)(« + 2); 

le plus grave de ces sons correspond à n = a; il a pour 
mesure 



(3a) 



N = — • 
ir r. 



§8G. — Parmi tous les états vibratoires de l’enveloppe 
sphérique, il en existe uue infinité pour lesquels la section 
équatoriale n’éprouve que des forces élastiques normales-, 
e’.est-à-dire qu’ils sont tels que , pour <p = o, les compo- 
santes tangentielles R 8 et Ÿ, (y) sont nulles. Ces états vi- 
bratoires particuliers peuvent s’établir et persister dans le 
timbre hémisphérique, qui résulterait de l’enveloppe cou- 
pée suivant son équateur. Les plus simples correspondent 
à n = a. Si l’on prend 



(33) 



3 t>, = cos’ a sin 2 1}/, 

•fl = j i + r a m, (m„ — '■«'”'•) jf -^r~ \ | 

/ ?’r»\ . 

I I — I Sin qr — cos qr 



il en résulte, $ ayant la valeur (a3), 



Cl rft 

U = — — § cos’ ® sin 2 il , 
dr 






§ cos q sin ? sin 2 il , 



( 34 ) 



W = ,7 cos q cos 2 y , 

Rj = y I — ) -7 cos y sin y sin 2 iji , 



4 Ji 

V* = — $ sin ÿ cos 2 , 



Vibrations 
des timbres hé- 
misphériques. 
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et l’on voit que sur l'équateur, ou pour <p — o, les forces 
tangentielles R, et Ÿ, sont milles. D’après leurs valeurs (34), 

sur les méridiens orthogonaux, tp — o, <p == -, U et V sont 

constamment nuis; W est, au contraire, à son maximum 
d’amplitude; c’est-à-dire que les molécules de ces méridiens 
vibrent sur les petits cercles parallèles à l’équateur. En tout 
autre lieu, U existe; il atteint sa plus grande amplitude 

sur les méridiens bissecteurs, <p— ’p = 3 C’est ce qui 

explique les rides, les deux lignes de repos, et les projec- 
tions de gouttelettes, que l’on remarque à la surface du mer- 
cure, dans un verre hémisphérique mis en vibration. Si le 
verre est très-mince, on peut admettre que le paramètre 1 q 
n’a pas d’autre valeur que celle qui résulte de la formule 
(3i), quand n = 2 ; ce qui donne N (3a) pour la hauteur 
du son produit. Sinon, plusieurs états vibratoires différents 
peuvent coexister dans le verre ou le timbre, correspondant 
tous à n = a, au même système nodal, mais à des valeurs 
différentes du paramètre q ; d’où peuvent résulter plusieurs 
sons simultanés, incommensurables entre eux, mais assez 
voisins pour expliquer le phénomène connu sous le nom de > 
battement des cloches. <. 

On remarquera que ,les vibrations des timbres appartien- 
nent à la première classe., tandis que celles des cordes, des 
lames, des tiges, dans les instruments, sont de la seconde 
classe. Si l’on considère que la densité du corps sonore varie 
périodiquement lors des premières vibrations , et reste con- 
stante lors des secondes, cette différence peut expliquer 
pourquoi les sons rendus par les timbres sont comparative- ■ 
ment si éclatants. 
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SEIZIÈME LEÇON. 

<) 

Équilibre d'élasticité d’une enveloppe sphérique. — Équilibre d'élasticité 
d’une croûte planétaire. — Application au globe terrestre. — Surfaces 
isostatiques. 



§ 87. — Lorsque l’on se propose d'étudier les lois inlé- équilibre 
gralcs de l’équilibre d’élasticité, dans un milieu solide li- q.^éni^pp® 
mité par des surfaces de forme déterminée, la sphère et les 5p,ltrl ' in ' : 
enveloppes sphériques conduisent aux résultats les plus 
complets. C’est, en quelque sorte, le dernier des quatre: 
chapitres d’un Traité, dont lestrois premiers considéreraient 
respectivement l’équilibre intérieur d'un milieu solide li- 
mité par un seul plan , celui de l’espace compris entre deux 
plans parallèles , et enfin celui d’une enveloppe cylindrique 
indéfinie. Si, en outre, on possédait la solution du pro- 
blème général (pie nous avons énoncé au *§ (H), sur l’équi- 
libre intérieur du prisme rectangle, on aurait une véritable 
Statique rationnelle dès milieux solides élastiques, certai- 
nement plus difficile que leur dynamique. Cette science 
nouvelle, dont l’utilité serait incontestable, est incomplète 
aujourd'hui; nous en avons indiqué les diverses parties et 
nous allons compléter cette esquisse par deux derniers 
exemples. 

11 s’agit d’étudier l’équilibre d’élasticité d’une enveloppe 
solide sphérique, dont la paroi intérieure de rayon r„ est 
soumise à une pression constante — P 0 , et dont la paroi 
extérieure de rayon /•, éprouve une autre pression — P, . 
iNous suppposons P 0 plus grand que P, , et tellement que 
(r] P„ — rJP,) soit positif. INous faisons abstraction des 
forces (R 0 , <I> 0 , T,, ), Dans ces circonstances, \ = o, AV = o ; . 

L existe seul , et ne dépend que de la seule variable r. Les 




•' . Digiteed by Google 




a i a LEÇONS 

formules (7), § 84 , donnent 



d U 



U 



rfU 



U 



e = — 4-2-» R, = xe 4- 2u — > <j>., = ij = \o 4- 2u - 

tir r n r * r 



dr 



( <1>, = V, = o, V, = R., = 0 , R 3 -=<I>,=o. 

Des trois équations générales ( 5 ) , § 8d, les deux dernières 
sont identiques ; la première se réduit à 

d R, 2R1 — «T,— 4 r ; , 

— 1 — O, 

dr r 

' * k 

et devient, par les valeurs (1), 

dO b 

— = o, d ou (2! U = fr- 4 — 7; 
dr /■’ 

c et b étant deux constantes. Par celle valeur (2), la dilata- 
tion et les forces élastiques principales (t) s’expriment 
ainsi : 



(3) , 



6 = 3 c, R, = (3X4 - 2 ft) r — 4p — , 
*5 = = ( 3 X 4- 2 p ) c -t- 2 u ~ 



Mais la force élastique normale R, doit devenir — P<, 
pour/ - = /"o , et — P, pour r = r, 5 ce qui donne, entre cet b, 
fes deux relations 

(3X4-2ft)c — 4(*4 — — p »> (3*4-2p)c — 4 (*-5 = — P,, 



d’où l’on conclut 

/ A r * r ?(Po — Pi ) 

• ~ 4 



» c 



6 = 



ri p, - /■; P. 
(3).4-2p)(r; — rj)’ 
r’ P 0 - r’ P, 



.5. » 



4 ) 



R,= 



3 > 4- 2 p r\ — ; 

»“ « - r]) 

_L lil ( P» -P») 
r; - r; (/•?-/■:)' 
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Ainsi , l'enveloppe s’est dilatée , cl cela uniformément; en 
tout point M intérieur, les trois forces élastiques princi- 
pales sont dirigées suivant les normales aux surfaces coor- 
données; celle qui s’exerce sur la sphère de rayon rest tou- 
jours une pression; les deux autres sont des tractions égales 
entre elles , et dont la plus grande valeur, qui a lieu vers la 
paroi intérieure, est 



' . a(r;P.-r*P»)-|-r;(P.-P I ) 

( ' ’ a(r;-ri) 

Si l’on donne. à A la valeur-limite que la traction maxima 
ne saurait dépasser sans faire craindre une altération per- 
manente, la relation (5) conduit à 









2(A. 



3 P. 




P. - P. ' 

A -4- P.J 




pour la moindre valeur que I on puisse donner au rap- 
port — • Cette valeur indique que, si la pression intérieure 
r «. 

égale ou surpasse le double de la limite, A , augmenté du 
triplede la pression extérieure, l’enveloppe s’altérera inévi- 
tablement. Posons 



(7) 



r, 



r.(H- e). 



P » - P, _ 

A -t- P, * ’ 



er 0 donnera l’épaisscur-limite de l’enveloppe sphérique; 
dans la pratique, ( P„ — P,) est la pression effective, et son 
rapport e à (A-+-P 0 ) est ordinairement une très-petite 
fraction; alors l’équation (6) se réduit à 



( 8 ) e=£{,, 

c’est-à-dire à la moitié de l’épaisseur-liinilc trouvée, § 80, 
pour l’enveloppe cylindrique. 
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§ 88. — Nous allons considérer maintenant l’équilibre 
d’élasticité d’une croûte planétaire, en la supposant sphé- 
rique, partout’dejmèine épaisseur, et homogène' dans toute 
son étendue. Analytiquement, ce nouvel exemple ne se 
distingue du précédent que par la présence du terme plî 0 
dans la première des équations générales (y), §84; — P 0 
est la pression du noyau liquide sur la paroi intérieure de 
rayon r 0 ; — P, est la pression exercée par l’atmosphère 
gazeuse sur la surface extérieure dont le rayon est r, ; on a 

<!>„ = o , ¥„ = o, et R 0 == — g > g étant l’intensité de la 

r I 

pesanteur à la surface, supposée constante; R 0 variant 
intérieurement à l’enveloppe solide, comme la distance r 
au centre. Dans ces nouvelles circonstances, o\i a encore 
V = o, W = o ; U existe toujours seul; les formules ( 1 ) 
subsistent aussi; la seconde et la troisième des équations 
générales sont encore identiques, mais la première se ré- 
duit à ’ 

().-+- 2 u) = — r, d’où (o) 0 = ar* + 3cj 

tir r, 

1 : étant une constante arbitraire, et a désignant, pour abré- 
ger, 

û s - ET 

( 10 ) n = -—ri — : — = — rr ; — ? 

v ‘ 2 (X-t -2p)r, a(>-(-2ft)r, t 

où a est le poids de l'unité de volume de la matière solide. 
Si, dans l’équation (y), on substitue à S sa valeur ( 1 ) en U, 
il vient 

= tir' -+- 3 cr-, d’où, (l 1 ) U = ^ r* + cr -4- — ; 
tir 5 r" 

b étant une autre constante qui se détermine, ainsi quec, 
par la double condition que 11, ( 1 ) devienne — P 0 pour 
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r=/ 0 , et — Pi pour r = r, ; on obtient ainsi 



. 2 1 5 



fia) 



, r V \ ( p . — p .) /, . « .. i _ r '. r \ ( r î — r D 

4f lb — -(* ■+• t f* )«-’—! — — > 

r \ 0 ’ I r 9 

i;p.-r;p, 



(3 1 4- 2 p) r = ■ ' ’ ■ ’ - - F - ( V + j?) « -j— -f • , 

r i u r i 'o 

La force élastique normale R, a définitivement pour 



valeur 



(■3) 



R, = — 



[r;p.(^— (r*— r;)] 

'■‘('■ï-'-ï) 



où FI représente, pour Simplifier, l’expression 

(.4)- H = r' [r] — r]) — r 1 (r{ — rj) +>J r} (rj — rj), 

laquelle jouit d’une sorte de symétrie en /•<>, r, r, ; car elle 
peut prendre aussi les deux formes 

a = r\ ( r\ — r 5 ) — r’ (r| — r‘) -+- rj r* (rj — r 7 ) 

= r l ( rJ — r ',) ~ r l (f* ~ r\) -h r] r> (r’ — r]) , 

qui indiquent sa divisibilité par (>' — r 0 ), par (r — r,), et 
conséquemment par le produit de ces deux facteurs. Ou 
peut donc poser 

(l5) Il = (r— r,) (r — r,) Q = [r ! — ( r 0 r,) r -+- r,r,)Q, 



d’où l’on conclut immédiatement, par une simple compa- 
raison avec n (14), 

(16) Q = {r\ — r\) [r : ’-H {r.+r, ) r 1 ] -hr]r\ (r] — r J) [(r,-+-r,) r+r.r,]. 

Qest donc essentiellement positif ; par suite, Il (i5) est né- 
gatif, puisque r est compris entre /' 0 et r, . De là résulte 
que la force élastique R, (i3), qui s’exerce sur la surface 
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sphérique de rayon /', est une pression dans toute l’étendue 
de l’enveloppe solide. 

Si l’on désigne par F la valeur variable , commune aux 
deux autres forces élastiques principales <I>j , Ÿj , et 
par F a , F, les valeurs numériques que prend F pour /• = r 0 , 
r = r , , on trouve facilement 



('7) 



r 3 P. - r 3 P, 



»-irî(P. 



■P.) 



F. = 



>î - r\ 

r '~'° i (3>44»p)rX( r î— r î)+ a ft+ 2 p)n ~| 

L 5ft rJ — r y a^(rî-ri) J 

•rj P 0 — rj P i rî(P. — P,) 

+ 2 (rî-rJ) 

F - ^ P o-^ P . , ^(Po-P.) 

L r\—fî V F ' 2 (rJ — r>)J’ 



F est la force élastique exercée sur un plan vertical, ou 
passant par le rayon r; F, est l’intensité de cette force près 
de la surface extérieure; F 0 son intensité près de la paroi 
intérieure. La soustraction des valeurs (17 ) donne 



(,8) 



P D 

F, = - —(3?h-2i*)<i 

2 2 



Soit désignée par s l’épaisseur (/•, — ;* 0 ) de l’enveloppe 

x • 

solide. Si le rapport - est une petite fraction, on pourra, 



r, 4- r„ 



par approximation, négliger 1 devant r , , remplacer 
par /•,, et généralement (/•', — /■*,). 'par on trouve 
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qu'alors F, (17) se réduit à 

('9> F '= “( p . — Pi— •»')» 

quand on remplace a par la valeur (10) ; et l’équation (18) 
donne, par une transformation facile , 



( 20) 



F. = F, - 



1 + lu 

en négligeant - devant l'unité. 



La substitution des valeurs (12), dans (11), donne — ; 
U U 

on eu déduit — > — > et l’on trouve exactement , par sous- 
traction, 

121) — # 1 Po P 1 ” Cî £ J 1 

r , r, 4 P \ 2 r, / 

puis, le même genre d’approximation qui nous a conduit 
aux valeuis (19) et (20) donne 



U, 



(22) 



c - (P. — P, — Ot), OÙ C = y — > 
£ 4p (3X 4- 2 p) 



u„ U, 



r, 4 “ 



(P,— P, — ot). 



Rappelons que li est le déplacement suivant le rayon'/': ce 
déplacement vertical est U, à la surface extérieure, U„ à la 
paroi intérieure. Enfin , avant de discuter et d’appliquer ces 
diverses valeurs, préparons une dernière formule : dans la 
première équation (22), remplaçons U, par U, /'i par R, 
cr par pg, elle deviendra 



(23) 



U = C (^ R ’-f'»4 
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où U représente l'exhaussement du sol, en un point de la 
surface de la planète, distant du centre de R. 

Application § 89 . — Nous supposerons qu’il s’agisse du globe ter- 
Biobo torrostro. rostre, en faisant abstraction de l’hétérogénéité de la croûte 
solide, des inégalités de son épaisseur et de son aplatisse- 
ment vers les pôles. L’épaisseur s à laquelle les géologues 
assignent, au maximum, [\ myriamèlres, est, au plus, 
la cent-cinquantième partie du rayon de la terre, ou la trois- 



centième partie de son diamètre; le rapport — est le même 

que celui qui existerait dans une sphère creuse, de 3 
mètres de diamètre, dont l’enveloppe aurait i centimètre 
d’épaisseur seulement ; ce rapport est donc une petite frac- 
tion, et nos formules approximatives lui sont applicables. 
La force élastique F, (19) est celle qui s’exerce au-dessous 
du sol, sur un plan vertical quelconque; suivant que la 
pression effective P 0 — Pi est supérieure, égale ou infé- 
rieure à us , cette force élastique représente une traction , 
est nulle ou représente une pression ; cts est le poids d’une 
colonne composée de la matière solide , et qui , ayant une 
base de 1 mètre carré, aurait une hauteur égale à l’épais- 
seur i. Le coefficient - 0 - est environ y 5 ; de la résulte que 

la différence de (P 0 — Pi) à cts est actuellement nulle ou 
peu considérable; car, si petite qu’elle fût, multipliée 
par ^ 5 , elle donnerait à la force F, une intensité telle, qu’il 
devrait en résulter des phénomènes de dislocation. La force 
élastique F 0 ( 20) est celle qui s’exerce sur un plan vertical 
près de la paroi intérieure; si F, est nulle, cette force élas- 
tique F 0 est une pression — ^ ^ ^ cts ; si F, est négatif ou 

représente une pression, F 0 est une pression plus forte 
encore. Mais, si F, est positif ou représente une traction, 
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F 0 peut encore être une pression ; c’est ce qui arrive lors des 
violentes commotions où le sol s’ouvre-et se fendille. 

Supposouj que F, soit une traction. En un point de l’en- 
veloppe solide, situé près de la surface extérieure, l’ellip- 
soïde d’élasticité aura pour équation 



N) 



,r ! v* -+* z 1 
1_ 

P* F' 

i * i 



», 



l’axe des x étant vertical; il existe alors un cône de forces 
langentielles , § 23 , dont l’équation est 



(* 5 ) 



x ! y- 4- a’. 

PÏ _ ’ 



sur tout plan, tangent à ce cône, et conséquemment incliné 
à l’horizon d’un angle /, , tel que 

langi.rry^-) 

la force élastique est tangentiellc ou tend à faire glisser 
l’une sur l’autre les deux parties séparées par ce plan. 
L’intensité de cette force tangenticlle, ou de glissement, est 
représentée par le demi-diamètre -f, de l’ellipsoïde de ré- 
volution (24) situé sur le cône<droit (20), et l’on trouve 
pour sa valeur 

(27) = v'P. F, , 



c’est-à-dire une moyenne proportionnelle entre la trac- 
tion F, et la pression P, . 

Les mêmes relations existeront en un point M de l’en- 
veloppe solide, situé à une plus grande profondeur au- 
dessous du sol : la force élastique F (17) étant une traction, 
si l’on désigne par — P la pression exercée sur la surface 
sphérique dont M fait partie, par •? la force élastique tan- 
gciitiello ,■ et par i l’angle à l’horizon des platrs sur lesquels. 



( 



1 
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elle s’exerce, on aura 




Les failles et les glissements qu’on observe dans les ter- 
rains géologiques sont sans doute dus à l'action de la force 
tangeutielle dont il s’agit. L’observation fait connaître l’an- 
gle i\ l’expérience pourrait donner approximativement 
l'intensité de la force nécessaire pour faire glisser l’une 
sur l’autre deux parties d’une même roche; alors, les deux 
équations précédentes, qui donnent 

j § 

(aol P = tang / , F = - — — . j . 

v w ' 0 tangi 

feraient connaître la pression verticale et la traction hori- 
zontale qui ont dît présider à la formation d'une faille ob- 
servée. 

Les formules (22) montrent que si la différence de (P 0 -P,) 
à us est nulle, comme il y a lieu de le supposer, non-seu- 
lement F, (19) est nul, mais aussi U, et U 0 ; c’est-à-dire 
que les deux parois ont repris leurs positions primitives, ou 
celles qu’elles auraient sans les pressions et sans l’action 
de la pesanteur. Ce qui veut dire que la dilatation totale 
résultant des pressions inégales — P c et — P,, se trouvé 
compensée parla compression , totale aussi, due à l’action 
de la pesanteur. Résultat remarquable et qu’il était difficile 
de prévoir. Passons à l'application de la formule (23). La 
terre n’étant pas sphérique, nous admettons que, sur 
chaque verticale, les choses se passent comme dans l'enve- 
loppe sphérique osculalriee, de même épaisseur s , et dont 
la paroi extérieure aurait' pour rayon la distance R au 
centre de la terre , du lien où la verticale considérée vient 
rencontrer sa surface. Par exemple, (U 7 , R 7 , g') étant les 
valeurs des (U, R, g) qui correspondent à la Bretagne, et 
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(I ", R", g') celles qui correspondent à la Suède , nous po- 
serons 

t 

U' =: C ^ ?Î-Zllj R' 1 — p. g' R ,J j , 

U" = c 

en admettant que l’épaisseur £ et les pressions — P 0 , — P ; 
sont les mêmes sur les deux verticales. 

Or, si l’on fait abstraction de la faible variation que la 
force centrifuge fait subir à la pesanteur, on pourra re- 
garder les deux produits g'R” et g^R"* comme sensible- 
ment égaux, et les équations (do) donneront, par sous- 
traction , 

( 3 1 ) U' — V" =-C ^ P ‘ ~ P| j ( R'» — R"»). 

D'après cette relation, puisque (R ,s — R"’) est positif, 

U' — U" est de même signe que P 0 — P, ou positif, et 
varie dans le même sens. C’est-à-dire que si XJ't — U" a 
diminué, il faudra en conclure que P„ a aussi diminué. 
On sait que le sol de la Bretagne s’est affaissé, puisque I on 
y a constaté la présence de forêts sous-marines; au con- 
traire, le sol de la Suède a dù se relever, puisqu’on ob- 
serve des coquillages sur les côtes que la Baltique ne peut . 
plus atteindre. Par cette double raison, U' — II" a dimi- 
nué ; ainsi la pression intérieure a été ou va en diminuant. 

Ce résultat parait s’accorder avec l idée de M. F.lie de Beau- 
mont, sur la formation des chaînes de montagnes, à la 
suite d’un affaissement général , dû au refroidissement : 
car il semble résulter de cette idée que la pression inté- 
rieure doit aller en diminuant, d'un cataclysme au suivant, 
du dernier à celui vers lequel nous avançons. 

Cette application de la théorie de l’élasticité à l'équilibre 
• intérieur de l’écorce terrestre pourra paraître trop hasar- 
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déc ; mais s'il eu est ainsi , les applications de la théorie 
analytique de la chaleur au refroidissement du globe, faites 
par Laplace, Fourier, Poisson , doivent inspirer les mêmes 
scrupules. Et nous ne nous défendrons pas d’avoir imité 
ces illustres géomètres , lors même qu’ils se seraient trom- 
pés, en appliquant aux sublimes questions de la Mécanique 
céleste de simples formules de Physique mathématique. Au 
reste, la question que nous avons abordée peut se traiter 
d’une manière plus complète ou plus voisine de la réalité : 
nous avons constaté, par des recherches analytiques , qu’en 
considérant la terre comme un sphéroïdç peu différent de 
la sphère, qu’en prenant pour les deux parois de l’enve- 
loppe solide des ellipsoïdes homofocaux, ce qui donne une 
épaisseur variable; enfin, qu’en ayant égard aux varia- 
tions de la pesanteur ducs à la force centrifuge, on arrivait, 
dans tous les cas , aux mêmes conclusions. 



Surfaces 

isoslQliqucs. 




§ 90. — Avec cette Leçon se terminent les exemples où le 
milieu solide est à la fois homogène et d’élasticité constante. 
Nous aurions voulu les présenter sous une forme plus géné- 
rale, mais les bornes de ce Cours ne le permettaient pas. Dans 
un Mémoire sur les surfaces isostaliques , inséré au Journal 
<le Mathématiques de M. Liouville, j’ai transformé les équa- 
tions de l’élasticité en coordonnées curvilignes quelconques. 
Ces équations sont de deux sortes ; celles qui expriment 
l’équilibre d’un élément de volume, à l’aide des forces élas- 
tiques exercées sur les surfaces conjuguées, sont générales 
et pourraient s’établir directement, comme nous l’avons 
fait pour le système cylindrique et pour le système sphé- 
rique; celles qui donnent les composantes des forces élas- 
tiques , à l’aide des projections du déplacement sur les tan- 
gentes aux axes curvilignes, ne concernent que les solides 
homogènes d’élasticité constante et doivent être modifiées, 
puisqu’il est indispensable d’admettre deux coefficients iué-> 
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gaux, X et fx, au lieu d’un seul. Les développements préli- 
minaires, qu'exige remploi des coordonnées curvilignes et 
de leurs formules de transformation , ne nous ont pas permis 
de reproduire ici cet ancien travail. Mais il est utile d’en 
énoncer la principale conclusion; elle est écrite dans les 
équations 



( 32 ) 



d A A — A, A — A, 

—, — H P F 
ils 



d A, 

its, 



*4--+- pF, 

flS | 



7< 


c. 


A, — A, ( 


A. — A 


7» 


C 


A,— A 
— — h 


Aj A , 



e, 



qui expriment la loi des variations des forces élastiques 
principales dans un système isostatique; c’est-à-dire dans 
un système orthogonal tel, que les surfaces conjuguées ne 
sont sollicitées que par des forces élastiques normales. Ces 
forces ( A , A, , A,) sont dirigées suivant les tangentes aux 
axes curvilignes des (s, J,, s,); (F, F,, F,) sont les com- 
posantes des forces extérieures suivant les mêmes tangentes ; 

e est la densité du milieu solide; — » - sont les deux cour- 
1 7i r > 

bures de la surface des .v, 5,; —, -, celles de la surface des 

7> c 

«, s< - , - » celles de la surface des ss , . 

7 c > 

Nous placerons ici , sans les développer, deux consé- 
quences remarquables des équations (3a). On déduit de ces 
équations les conditions d’équilibre d’n, ne surface élastique , 
ou plutôt d’une membrane courbe et d’épaisseur uniforme; 
les deux faces de la membrane sont deux surfaces extrême- 
ment voisines , appartenant à l’un des trois systèmes coor- 
donnés; leur normale commune est un élément linéaitc. et 

• ■ * / " 
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sans courbures, de l’axe des s ; on a 

d À 1 1 

A ~ o , o, - — o , -=o, 

ds c 7 

et les équations ( 3 a) se réduisent aux suivantes : 

A, 



( 33 ) 



A, ■ 

-f- 

7 , c, 

d A, 
ds, 

d A, 
ds , 



f F, 

P F, 



-+- p F = P , 

A, — A, 



7 » 

A, — A, 



Les conditions d’équilibre d’un fil élastique, de section 
constante , sont pareillement comprises dans les équa- 
tions (32) : le fil est dirigé suivant l’axe courbe des la 
section est un élément-plan, et sans courbures, de- la sur- 
face des t, s s ; on a 



d A, 

A! — o j A 2 — o 1 ~ — — o 9 

, ds 1 



d A, 1 

— -=°, — = 0, 

ds j 7 , 






;t les équations ( 32 ) deviennent 



(M) 



dk 

ds 



-h p F = o , h pF, = o, — h p F,= o. 



JVous 11e nous arrêterons pas à la discussion des groupes 
d’équations ( 33 ) et ( 34 ) > laquelle reproduirait des théo- 
.rèmes démontrés dans le. Cours de Mécanique rationnelle. 
Nous 11c voulions que montrer comment les anciens pro- 
blèmes de l’équilibre d’un fil et d’une surface élastique se 
rattachent à la théorie mathématique de l’élasticité, dans les 
milieux solides. 
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DIX- SEPTIÈME IÆCON. 

•> 

Application de la théorie de l’élasticité à la double réfraction. — Conditions 
de la biréfringence. — Équation aux vitesses des ondes planes. 



§ 91 . — Jusqu’ici nous avons traité la théoriede l’élasti- 
cité comme une science rationnelle, donnant l’explication 
complète et les lois exactes de faits qui ne peuvent pas évi- 
demment avoir une autre origine. Notis allons mainte- 
nant la présenter comme un instrument de recherches, ou 
comme un moyen de reconnaître si telle idée préconçue, 
sur la cause d’une certaine classe de phénomènes, est vraie 
ou fausse. C’est sous ee dernier point de vue que Fresncl 
l’avait considérée, lors de ses belles découvertes sur la 
double réfraction , et ses commentateurs auraient dû suivre 
plus scrupuleusement son exemple. La théorie physique 
des ondes lumineuses porte certainement en elle l’explica- 
tion future de tous les phénomènes de l’optique; mais cette 
explication complète ne peut être atteinte par le seul se- 
cours de l’analyse mathématique, il faudra revenir, et sou- 
vent, aux phénomènes, à l’expérience. Ce serait une grave 
erreur que de vouloir créer, dès aujourd’hui, une théorie 
mathématique de la lumière; cette tentative, inévitable- 
ment infructueuse, jetant des doutes sur le pouvoir de l’a- 
nalyse, retarderait les vrais progrès de la science. 

11 nous parait donc utile de bien préciser le rôle que 
doit remplir l’analyse mathématique dans les questions de 
physique, et, pour cela, nous ne saurions choisir un 
meilleur exemple que celui du travail de Fresnel ; mais 



Application 
de la 

théorie de l'é- 
lasticité à la 
double 
réfraction. 
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nous présenterons ce travail comme il aurait été fait, si 
la théorie de l'élasticité des milieux solides avait été aussi 
bien établie qu’elle l’est aujourd'hui. Nous supposerons 
connus le fait de la non-interférence des rayons polarisés 
à angle droit, et celui de la double réfraction du verre com- 
primé dans un seul sens. Le premier démontre que les vi- 
brations lumineuses sont transversales, ou qu’elles ont lieu 
sans altérer la densité du milieu vibrant. Le second fait 
voir que la biréfringence d’un corps diaphane dépend de 
la différence d’élasticité qu’il présente, dans des directions 
diverses autour d’un de ses points. Cette dépendance semble 
indiquer que les molécules mêmes des corps diaphanes re- 
çoivent, exécutent et communiquent les vibrations lumi- 
neuses, puisqu’une simple inégalité dans les intervalles de 
leurs molécules modifie la lumière transmise, au point de 
doubler sa route. 

Telle est l’idée préconçue dont il s’agit de reconnaitre la 

vérité ou la fausseté. Si elle est vraie, les états vibratoires 

» 

que la lumière établit dans un corps cristallisé, diaphane 
et biréfringent, doivent être représentés par les équations 
les plus générales des petits mouvements intérieurs des mi- 
lieux solides homogènes •, c’est-à-dire par les équations (4) 
du § 8, où les N,, T, ont les valeurs (6), § 13, con- 
tenant trente-âix coefficients. Ces coefficients sont-ils con- 
stants, ou bien sont-ils des fonctions à courtes périodes, 
comme il est dit au § 14? C’est ce qu'il est impossible de 
dire à priori. La comparaison des résultats donnés par l’a- 
nalyse, avec ceux fournis par l’expérience, peut seule 
décider cette question. Admettons la constance des coeffi- 
cients. 11 faut d’abord que. le fait général de la double ré- 
fraction puisse se produire dans le milieu cristallisé; c’est- 
à-dire qu’une onde plane de vibrations transversales ou de 
lumière polarisée puisse se propager avec deux vitesses' 
différentes, appartenant chacune à une direction partiru- . *■ 
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lière de la vibration. Cherchons les relations qui doivent 
exister entre les coefficients, pour qu’il en soit ainsi. 

Reproduisons les équations générales citées, et dont la 
vérification est nécessaire. Dans l’ordre de phénomènes que 
nous étudions, les forces extérieures (X 0 , Y 0 , Z 0 ,) n’entrent 
pour rien, elles équations aux différences partielles (4), 
§ 8 , se réduisent à 




rfN, 

dx 



; ‘ij, 

dx 
d T, 

dx 



d T, , 


d T, d'u 


dy 


dz ^ dt ’ ’ 


dû. 


d T, rf’ . 




~dz~ F dt 1 ’ 


d T, . 


rf’.t- 


dy + 


f/î ^ rff 1 



Les N,-, T,-, avec leurs coeflicients supposés constants, 

i manière suivante : 



, . , « , . » 1 d [ ttf c, (t'J 1 . 

s expriment , a 1 aide des — G de la i 

d [x,y, z) 



du dv „ div / di> dw\ 

A * Tx + B > + C ‘Tz + D ' [dz + dy ) 



(’■) 



i dw du\ _ /du dv\ 

Ei [; u + ih ) + Fi \ dp^dir 



(3 > 



dit dv _ da' / dv dtv\ 

T i — — — H ll!>i -3 — h T,- — — (- A, I — — I- — ) 

f/.r dy dz \dz dy ) 

I dw du\ . I du dv\ 

§ 92. — Posons actuellement 

m=Ç Q, i> = tiQ , (v=ïQ, 

Q cos 2 « ( ^ j j <"/ == wj 2 -H wy •+■ , 



/»' + »' + /)’= 1, Ç’ -4- «’ -+- Ç’ = I , 

du dv dw 

m ç + »,+^ï=o, ^dZ + dZ^Tz 



dx dy 

est l'amplitude de la vibration propagée, T sa durée , l la 



r\ 



Conditions de la 
biréfringence. 
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longueur d’ondulation , en sorte que - représente la vitesse 

de propagation ; q est la perpendiculaire qui mesure la dis- 
tance, à l’origine des coordonnées , de l’onde plane passant 
parle point M que l’on considère; (m, /»,/?) sont les cosi- 
nus des angles que cette perpendiculaire fait avec les axes; 
(£, >?, £) ceux des angles que fait avec les mêmes axes la di- 
rection de la vibration ; les vibrations lumineuses étant 
transversales, leur direction est parallèle à l’onde plane; de 
là résulte la dernière des trois relations entre (m , n, p) 
et (£,«,£), insérées dans le groupe (3 ) ; elle donne aux va- 
leurs des (« , e, w) la propriété de vérifier l’équation 0 = o. 

Les valeurs (3) des (u, iv) étant substituées dans les 
N, , T, (a), les transforment ainsi : 

(4) N,= ^%,S, T. = ^G,S, 



où S, , G,- sont les expressions 

S = w sin 2 jr ( — ) , 

\r l ) 

(5) | «F, 4-pE,) Ç G,=(»i Jt-, 4- n§ t + pCt)% 

■+■ (m F, H- «B,- -4- />D,-)u -4- [m §j -4- n vi},, p A,) n 

-4- ( ff| E( -4- «D, -4-/>C, )Ç-, -4- (mCi -4- n a,- pVt) Ç ; 

et la vérification nécessaire des équations (i) conduit aux 
relations 



( 6 ) 



ol 1 

/fl jXÇj | ■+■ /? 5 3 ~f- p 5 2 ~ ‘ — — £ j 

P/ 3 

v , W -f- Jï -f- p 5 1 ~ y ) , 

i T 3 ■ 

mG. -4- «G, -4- = ^- Ç; 
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si on les ajoute après les avoir respectivement multipliées 
par(m, n,p ), on obtient une équation dont le second 
membre est nul , puisque 

(7) me, n n 4 -yjÇ = o, 

et dont le premier membre est une fonction linéaire des 
(Ç , y:, £), comme les JL, , t, (!>) ; celte équation peut donc se 
mettre sous la forme 

(8) MJ-t-N«j-t-PC=o. 

Si les deux équations (7) et, (8) 11e sont pas ideutiques 
entre elles, l’onde plane, dont la normale est déterminée 
par les cosinus (ni , n , />), 11e pourra propager qu’une seule 
vibration. En etlèt , si l’on prend 

? = cos y cos J», n = cos y sin \j>, Ç = sin y , 
les équations (7) et (8) deviennent 

f t , 

( m cos -if n sin ••]/) cos <j 4 - /> sin ^ = o , 

( M cos -+- N sin 4 /) cos <? -t- P sin y = o ; 



d’où l’on conclut 



(9) 



ni cos 4 - « sin il M cos -t- N sin ^ 

lal M5? = ~ -= p 



tang -i. 



p M — m P 
— nP — plS l 



l’angle <fi, et par suite <p, étant ainsi donnés par leurs tan- 
gentes trigonométriques, la direction (ç, sera unique et 
déterminée. De là résulte cjue l’onde plane donnée 11e 
pourra propager, dans le milieu cristallisé, que des vibra- 
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tions d’une seule direction; c’est ce qui a lieu, comme on 
le sait, pour certaines tourmalines. Mais, hormis ce cas 
particulier, pour tout cristal biréfringent, à une onde plaue 
'donnée doivent correspondre deux directions dinërentes de 
la vibration qu’elle peut propager. 

11 faut donc que la valeur (9) de tangiji soit indétermi- 
née, ou que l’on ail 



(><\) 



M N P 




et cela identiquement, c’est-à-dire quels que soient (/», n , />). 
L identification de ce groupe (10) conduit aux relations 
cherchées : pour y parvenir, on peut représenter la valeur 
commune des rapports (10) par 

.(il) <#t = /«’a -+- n’(J -+- /)’•/ -+- nj >8 ■+■ ptm mnif, 

a, / 3 , ..., <f étant six constantes indéterminées, ce qui 
donne t 



( 12 ) N = /i$ 1, P = //5l; 

puis, par la substitution des X,-, G, ( 5 ) dans les rela- 
tions (6), et par le mode de combinaison qui conduit à 
l’équation (8), ou détermine facilement les polynômes 
(M, N, P), lesquels sont du troisième degré en (m, n , //) ; 
ces polynômes étant respectivement identifiés avec les 
produits (ml fl, l, p/R), on obtient des relations entre 

les coefficients dés N, , T, , et ceux de «R (11) ; éliminant 
ces derniers, on a les valeurs des trente-six coefficients, 
à l’aide de douze d’entre eux, lesquels restent indéter- > 
minés. , 



§ 93 . — Enfin, substituant les valeurs trouvées dans 
les IV,*, T, (2), ces composantes des forces élastiques de- 
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aSi 



viennent 



(' 3 ) 



J f/l’ 


dw 


* 


dv 


dw \ 


-23 — 26 — 1- 2 D 


— ■ 


H 1 


dy 


dz 




\dz 


d y ; 


dw 


-, du 


- 2 E( 


f dw 


du \ 


■ 2 A - 2-f V 


. . 


q ) 


(tz 


dx 


v dx 


dz j 


.. du 


dv 




(du 


dv\ 


• 26- 2 A h 2 F 


( — 


4- — 1 


dx 

, , du 


dy 


/dv 


\4r 

dw' 


dx I 

i 


dx 




dz + 


dy j 


) 


_ / dw du ■, 




/ du 


dv 


\ 


\ dx dz I 

• ( Iv 

l)!i 0 -t- 2 E — 
dy 

/ dw du , 


| - E 
„ / 


\ dy dx 

dv dw\ 


)’ 


" F ( 


dz + 
l du 


dy) 

dv 




^{dï+Tz i 


1 - D 


\dP+dï 


)’ 


dw 


" E ( 


dv dw \ 




r o ■+- 2 F — • 

dz 


dz + dÇ) 





i dw du\ j ( du 



dv \ 
dx 



et ne contiennent plus que douze constantes. Comme il ne 
s’agit ici que de vibrations transversales, lesquelles ont lieu 
sans que la densité soit altérée, nous supprimerons les 
termes en 0, puisque cette fonction sera toujours nulle; il 
ne restera plus que les six constantes (D, E,- F, A,M)- 
Par ces valeurs ( 1 3) , les équations (i) deviennent, quand 
0=o, 



I « = 



du 

dx 



dv 

dÿ 



dw 

dz 



— o, 



(■ 4 ) 



d\\ 


dV 


d* u 


dy ~ 


dz 


P ~d f> 


</u 


dVf 


d‘v' 


dz 


dx 


(5 -rz ? 
1 dt > 


dV 


rfU 


d’w 


dx ~~ 


dÿ ~ 


p ~dr' 
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où (U* V, W) sont, pour simplifier, les fonctions 




Ces équations (i4) doivent représenter les mouvements 
vibratoires du milieu solide cristallisé, d'où naîtraient 
toutes scs propriétés optiques, suivant l’idée préconçue que 
nous voulons juger. 

11 est évident que tout autre système d’axes coordontiés, 
rectilignes et rectangulaires, conduirait à des équations de 
même forme pour représenter les mouvements intérieurs 
dont il s’agit; c’est-à-dire qu’on aurait 



du! 


dd 


dw' 


0 ~~~ — 




— 1 - - 


djf 


df 


dz ' 


<iw' 


d\' 


ei’u' 


liÿ ~ 


' 1Ï7 


|% 

II 


. d\}' 


d W' 


d'd 


dz 


fte 7 " 




d\' 


d[}' 


d'vd 


r/x' 


dy ’ 


~ p dr ’ 



où (U', V', W') seraient, pour simplifier, les fonctions 
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Mais, s’il s’agit du même milieu cristallisé, les groupes (i(j) 
et (17 ) doivent se déduire des groupes (i4) et (i5) par la 
simple transformation des coordonnées. Si l’on adopte, pour 
cette transformation , le tableau ( 1 ) et les formules (a) , (3) , 

(4) , (5) et ( 7 ) du § 18 de la quatrième Leçon', on trouve 
que les six nouveaux coefficients (D 7 , E 7 , F 7 ; A 7 , £', $') 
des fonctions (U 7 , V 7 , W’) ( 17 ) doivent s’exprimera l’aide 
des anciens coefficients (O, E, F 5 A, C, 3) des fonctions 
( U, V, W) ( 1 5 ) , et à l’aide des cosinus (ni , , n, , p, ) , de la 
manière suivante : 

! A' = /// J A4- n\ £ +p\ -i 4- a n,p , D + î/j,»i,E + 2 /w, n, F, 

« _ ■* 

3' z=m] A + wJC-t-y», J-+-2« 3 ^ J D-f-a/>s»»jE4-aOT i « 5 F > , 

1 D' = m,Bi 5 4 + flili,£ 4- p,pj 4- [n^p, -h n,pi) D 
( 18 ) ^ -t- B +{»«>/?] + «ijA>) F, 

( E' sa m 3 m, A 4- /»,«,<£ 4- H- «./■'j) D 

-+- (/M«, 4 -p<"h) K + (/«.:«. 4- F, 

F' = m,m, A 4- «,n.C - J r-p,p $ + (n,p, 4- n,^,) I) 

\ 4- (/», w, 4- K 4- (w,n, 4- ni t n ,)F. 

Ces relations sont les mêmes que celles (ti)> § 18, qui 
lient les Nî , T' aux j\,-, T, ; et, dans ce rapprochement, 
les ( A , £, 3) ainsi que les (A', £' , $') remplacent les N, et 
les N'., tandis que les (L), E, F) ainsi que les (D 7 , E 7 , F 7 ) 
remplacent les T, et les T' . Or, on sait qu’il existe un 
système d’axes des (x 7 , y', z 1 ) tel, que les composantes 
tangentiellesT' sont égales à zéro; il existera donc, pareil- 
lement, un système d’axes des (x 7 , y ', z' ) tel, que les- 
(D 7 , E 7 , F 7 ) seront nuis. Rapportons les équations ( 14 ) à 
ce système particulier; en posant 

(iq) Or-.o, K — o, F sto, A = pfl 3 , £=zpb 7 , 3 —y c 1 , 
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elles deviennent 




Telle est la forme la plus simple que doivent avoir les équa- 
tions qui représentent, dans l’hypothèse posée, les vibra- 
tions lumineuses du milieu cristallisé et biréfringent. On 



remarquera qu en supposant 



a=b = c=^, 



ces équa- 



tions ( 20 ) se réduisent à celles que nous avons obtenues, 
dans notre onzième Leçon, pour représenter les vibrations, 
sans changement de densité, des milieux solides homogènes 
et d’ élasticité constante. 



Équations aux 
vitesse* des 
ondes planes. 



§ 94. — Mais il est nécessaire de vérifier que les équa- 
tions ( 20 ) comprennent ou reproduisent le fait général de- 
là double réfraction, énoncé au §91. Poùr cela, substi- 
tuons directement, dans ces équations, les valeurs (3) des 
(u , f, te) ; V représentant actuellement la vitesse de propa- 
gation - de l’pnde plane, nous obtenons les trois relations 



/ (c 1 ri‘ b 1 jj 2 — V') E — c 1 mn.n — b' pm . Ç = o , 

21) ? — c , »w.Ç + (fl , /<' + r 1 »i 1 — V’).r> — rt 5 n/>.Ç = o, 

[ — btjjm .% — à 1 np.n - 4 -(b-/ir+ a' ri* — V’).£ = 0; 
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éliminant les rapports on a pour équation finale. 



;i5 



( 22 ){ 



NK 



I (c 7 n 7 4- A ’/» 1 — V ; ) -f- c- ni 7 — V ! ) (b 7 m 7 4 - a 7 n 7 — \') 

I — a ' /Pp 1 (c 1 n 7 -f- i 5 /»’ — V’) 

| — b' p 1 mi 1 (a 1 p* 4- c* /n 3 — V 1 ) 

i — c 7 ni’ «' ( b 7 rn 7 -+- n 7 n 7 — V’) — 2« ! b 7 c 7 m 7 n 7 p 7 — o . 
Posons 

(23) 6’ c’ «’ -t- c 1 <i ! n 7 4- a 7 i’p’ = P, 

on trouve successivement 

{c 7 »'• 4- b 7 p ’) ( a‘ p 1 4- c’ m 7 ) ( è 1 /«’ 4 - fl’ n 7 ) 

(P _ é’ c «„,’)(p — c 7 a 7 /i 7 )(P — a 7 b 7 p 7 ) 
a 7 A 1 c’ 

= P ( a’ «’p’ 4- b 7 p 7 m 7 4 - c 7 m 7 n 7 ) — à 7 b 7 c 7 m 7 n 7 p T 
= 2 a 7 b 7 c 7 m 7 ri 7 p 7 4 - a 7 n 7 p 7 [c 7 n 7 4- b 7 p 7 ) 

' 4- b' p 7 m 7 (a 7 p 7 4- c 7 m 7 ) 4- c' m 7 n 7 [b 7 m 7 4- n 7 «’); 

cl l’égalité du premier membre et du quatrième (24) dé- 
montre que le terme indépendant de V’, dans l’équation (22), 
est nul ; on a , en outre , 

I (rt J p 3 4 - c 7 m 7 ) ( b 7 m 7 4 - a 7 n 7 ) — a'n 7 p 7 = m 7 P, 

(b 7 ni 7 4- a 7 n 7 ) (c 1 n 7 4- b 7 p 7 ) — b'p 7 m 7 — n 7 P, 

( c 7 n 7 4 - b 7 p 7 ) (a 7 p 7 4- c 7 m 7 ) — c'm 7 n 7 — p 7 P; 

et le coefficient de — \*, somme des trois premiers mem- 
bres (^ 5 ), se réduit à P. 

D’apr ès cela, l’équation (22) développée, réduite et di- 
visée par — V 1 , est simplement 



(26) 



V* — [( b 7 4- c 7 )m 7 4- (c 7 4 - a 7 ) n 7 4- (a 7 4 - b 7 )p 7 ] V 7 



4- ( b 7 c 7 m 7 4- c 7 a 7 n 7 4- a 7 b 7 p 7 ) = o ; 
ou bien, donnant (wt* 4- 1 //’ 4 r/P) , ou PunUc, pour coclli- 
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cient à V*, mettant les ( m *, p *) en facteurs communs , 

w’ (V* — 6’) (V’ — c*)-»-«*(V* — c’)(V’ — a’) 
-t-p^V 5 — a’)(V a — è 5 ) = o; 

«* 

ou encore , divisant par le produit des trois facteurs en V*, 



( 2 7 ) 



(*8) 



V’ — a 1 V 1 — è 1 



V' — c 7 



L’équation (26) donnera deux valeurs de Y*; à chacune 
d’elles correspondra, parles relations (21), un seul système 
de valeurs de (£, n, £). Ainsi l’onde plane, dont la nor- 
male fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont 
(m , n , p ) , peut propager, avec des vi tesses dillërentes , des 
vibrations de deux directions déterminées, dans un milieu 
cristallisé, dont les étals vibratoires, sans changement de 
densité, sont représentés parles équations (20). Le fait 
principal de la double réfraction étant ainsi vérifié, nous 
déduirons, dans la prochaine Leçon , d’autres conséquences 
des mêmes formules , afin de reconnaître si elles s’accordent 
avec les laits, si elles sont autant de propriétés optiques des 
milieux biréfringents. 

§ 9 o. — Mais il importe d’établir d’abord des formules, 
une notation et un genre de calcul qui faciliteront les re- 
cherches dont il s’agit. Supposons a^> b c. Désignons 
parV’, V; (V , V,), les deux racines de l’équation (26); 

on pourra poser les trois relations 



/ ni 1 -+- n 1 -+- p 7 = 1 , 

(29) ! [b 7 -+- c’) /«’ -+- (c 3 -t- a’)/»’ 4- (a’-f- b 7 )p 7 = V] -f- V' , 

\ b 7 c , m > -+- c‘a 7 n t -+• a 7 b'p*— VJ VJ ; 

d’où l’on conclut, par une élimination facile, 

(a 7 — b 1 ) [a 7 — c’) 

( b 7 — c’) (a 1 — b 7 )' 

(VJ — C ’),(VÎ — c ! ) 

’ ~{a 7 ~ c 7 )[b' — c’)’ 
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valeurs qui donnent les cosinus (m, n , />) en fonction de 
deux paramètres V, , V,, dont les limites, assignées par la 
condition de la réalité, sont telles que 

(3.) a>V 1 >6>V,>c; 

c’est-à-dire que V, ne peut surpasser a ni être inférieur 
à b, que V, ne peut surpasser b ni être inférieur à c. 11 
sera plus commode de mettre les valeurs (3o) sous la forme 
symétrique 

(V'î — a ’)(V j — 

(c’ — a 3 ) (a 3 — b ’) 

(a 3 — b')(b f ‘ — c’) ’ 

(vi — ^)(v; — ^) 

( 6 3 — c 1 ) ! c 3 — a 3 ) 

Une grande simplicité résultera, pour les calculs que 
nous devons faire, de la considération du tableau 

J x, Ç, a 3 , (b' — c’), b'c\ a', [b' — c' 

(33) J y, n, b 1 , (c 3 — a 3 ), c’a’, b‘, (c* — a‘), . . , 

( z, Ç, c\ (a’ — b 7 ), a' b', c', (a' — b'),..., 

où toutes les quantités qui entrent dans nos formules se 
trouvent rangées , de telle sorte que chaque colonne verti- 
cale contient des symétriques , et chaque ligne horizontale 
des cosyméiriques. Pour indiquer la somme de trois ter- 
mes symétriques, nous emploierons le signe S devant un 
seul de ces termes; ainsi , on a 

(34) S (b 7 — r 3 ) = o, Sa’ (à’ — c 3 ) = o, S [b' — c*) =o; 

et si l’on désigne par A le produit . . 

(35) (f> 3 — e 3 ) (c 3 — a 3 ) ( a 3 — à 3 ) = A, 
on vérifie aisément que 

(36) Sè 3 r 3 (A 3 — r 3 ) = Sa* (A 3 — r 3 ) = — A, Sa 3 (A‘ — r*) — A. 
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Puisque VJ et VJ sont les racines de l’équation (26) ou 
(28), on a les trois relations 



« m ~ m 
S -~ 7 j = °* S 



(?7) 



VJ — a 3 
S; 



VJ — a 3 



o. 



(vj — <?•)( vj — a'y 

la dernière résultant de la soustraction des deux autres. Si 
l’on po.sé « ' 

(38 ) (V? -u 5 ) (V* - 6 J )(V; - c») = II. , 



on a aussi les formules 

m 3 VJ —VJ 



(39) S 



VJ —VJ 



(VJ -«>)* 



ri, 



(VJ -*’)’■ 



En ellet, on trouve successivement, par les valeurs (3a), 
par les relations (34), (33) et (36), 

m 1 _ 1 (6 S — c 3 ) (VJ — «’) 

S (VJ — a 3 ) 3 ~~ A VJ — a 1 

•_ « . (è 3 -r 3 )[(VJ-VJ) + VJ-a 3 )] * 

A VJ — a 3 

__ _ v î- y î s ( &î ~ c3 ) 



v; — «• 



vj 



Ail, 



- S (b- — c 3 )[VJ — (A» + e»)VJ -+-è 3 c 3 ] 
V’ V 3 

_ 3 J I 

~ “T - ’ 



ce qui donne un exemple de la simplification que l’emploi 
du sigue S peut apporter dans le calcul. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

Dim’lioiw fibrations. — Équation cio la surface dos ondes. — Points 
conjugues. — Relations symétriques. 



§ 9(>. — Dans celte Leçon et celles qui la suivent, nous Direction, 
laissons de côté la théorie de l'élasticité, pour reeher- d ” ,lbr< "" , "‘' 
cher toutes les conséquences qui résultent de la double 
vitesse de propagation des ondes planes, telle que l’ana- 
lyse nous l’adonnée; pour définir les propriétés optiques 
que ces conséquences assignent aux milieux biréfringents ; 
enfin, pour exposer les règles capables de déterminer à 
priori la marche de la lumière dans. ces corps diaphanes. 

Quand cette théorie analytique sera aussi complète que 
possible, nous la rapprocherons de la théorie physique des . 
faits connus, et scrutant avec soin leurs concordances, 
leurs désaccords, nous essayerons d’en déduire des réponses 
aux diverses questions posées, savoir : si ce sont les molé- 
cules pondérables d’un cristal qui exécutent et continu-, 
niquent les vibrations lumineuses; si les coefficients des 
N,, T, sont constants ou variables; et, en outre, si l’ap- 
proximation qui limite l'influence des déplacements à leurs 
premières dérivées est réellement suffisante. 

Cherchons d’abord quelle direction de la vibration cor- 
respond à chacune des deux vitesses de propagation d une 
même onde plane. Désignons par (£, , y,,-, £,) les valeurs de 
(£, >î, £) pour V = Y,. La première des relations ( 21 ), 

§ 94, donne 

(c’/i* H- b' /r — = miç-'nr, -t- b'pX.)-, 
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multipliant par ajoutant, de part et d’autre, le terme 
b'c'mÇ, il vient 

(1) (Sè’c’/n’ — a’VJ)!, = m .Sfi’c’mE, ; 

et, si l'on observe que S b^c'ni 1 — VjVj, si l’on pose, en 
outre, 



(2). Sè’c’mE,- = y,-, 

on aura la première des équations du groupe suivant : 



(3) 



£ = lL 

-* in 



m 



<?l 

( «1 = ;- 



V’ VJ— a- 

fl 



VJ V! — b' 



t — *L 

’i — m 



V? V’ 



®1 



VJ VJ — a» 



« — r ‘ 

a, — — 



Ç 5 = 



vj vj— b 1 

VJ vj — c ! ’ 



les autres s’obtenant par le même procédé. Ces équations, 
rapprochées des trois relations (3y), § 95, donnent 



(4) 



Sm%, — o, Sm-, = o, S?,?a = o; 



ce qui constate que les deux vibrations sont parallèles à 
J’onde plane, et démontre, en outre, qu’elles sont perpen- 
diculaires entre elles. 

La somme des carrés des cosinus des angles qu’une 
même droite fait avec les axes, étant égale à l’unité, on 
déduit des deux parties du groupe (3), 




et, d’après les formules ’(3{)) , § 95, 
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ce qui transforme le groupe (3) en celui-ci : 



il\ I 



(6, 



VJ— n’ 
V’ — V’ 

I 1 

V»— b’ 

v;~vl 

vî-« * 

v; — v; 

y;-* ’ 

v» — v* 

T 3 I 

V’— 6’ 

v; — v; 

v ;-r* 
V! — V? 



v;— b’.y\— c * 

c’ — — b ’ ' 

Vî — c’.V? — a’ 



a 1 — b'.b' — c' 
Xi — a'.Yl— b 3 



b' — c'.c'—ct 1 

v* — 6>.v;— <•’ 

c 1 — «’.a’ — 6’ 
V’— c’.V 



T* 



«' — A 1 . è’ 
Vî — a’.VÎ 



è’ — c 1 .c 1 — fl’ 



A chaque groupe de valeurs des paramètres V, et V, corres- 
pondent des valeurs particulières (3o), § 9a, de (m, n , p ), 
et par suite une onde plane; les formules (6) donnent alors 
immédiatement les directions des vibrations propagées par 
cette onde. 

On a, par exemple, le triple tableau suivant: 



(7) 
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m = 0 , n = 


- 0, 




y\ = «\ 


v; 


= b\ . 


0 

11 

uï* 




5Î= « 


= I 




a 

II 

0 


ç. — 0 




Çj = 0 



qui donne ires-nettement la définition dcsjconstantes (a, b,c), 
lesquelles ne sont autres que les vitesses de propagation par- 
ticulières aux ondes planes parallèles aux plans coordonnés, 
ou perpendiculaires aux axes que nous appellerons axes d’é- 
lasticitc. L’inspection des tableaux ( 7 ) conduit au résumé 
suivant : la vitesse [a , b, ou c) cosymétrique de {x ,y, ou z ) 
appartient à l'onde plane perpendiculaire, aux (y, z , ou x) 
quand la vibration est parallèle aux ( z , x , ou_y), aux 
(z,x, ouj) qnSnd la vibration est parallèle aux [ÿ, z, oux). 
Ou autrement , la vitesse cosyniélrique d’un premier axe 
appartient à l’onde plane perpendiculaire à un deuxième 
axe, quand les vibrations sont parallèles au troisième axe. 

§97. — Supposons qu’une suite d’ébranlements pério- 
diques ait lieu en un point du milieu biréfringent pris pour 
origine, et que t soit la durée de la période 5 le mouvement 
vibratoire se propagera dans tontes les directions. Au bout 
de l’unité de temps, le premier ébranlement sera parvenu 
sur une certaine surface qu’on appelle surface des ondes, 
et qui n’est autre que la surface enveloppée par toutes les 
ondes planes , concordantes et possibles , une unité de temps 
après leur passage simultané par l'origine. Soient (m, n.p ) 
les cosinus des angles de direction de la normale à l’une des 
ondes planes-, lorsqu’elle touchera la surface cherchée, cette 
onde sera représentée par l’équation 

( 8 ) inx ny -t- pz = V, , 
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on l’on peut regarder (ni, n, />) comme des fonctions 
(3a), §'95, des paramètres V, et Y,. D’après une règle 
connue, on obtiendra l’équation de la surface enveloppée 
en éliminant ces deux paramètres entre l’équation ( 8 ) et les 
deux dérivées 



dm dn dp 

x — — y -4- z - r 

</v, J d\, 



dm 



dn 



x dv, +jr d\. 



dV, 

. d P 
~d \ , 



ou, par les différentielles logarithmiques des fonctions 
(ni , n , />), entre les trois équations 



(9 ) Smx = V, , S — - = - 
que I on peut remplacer par celles-ci : 



s v= 



X = y, 


V ; — a 7 


-+- m V 




n 


+ /ïV, 


J 

>" 


II 


p 


+ /»V, 


V* — c’ 



(io) 



pourvu que l’on prenne ip, tel que 

^" S (v; — a'y~ v,’ doù ^ = v,(v; — v;) 

d’après l’une des formules ( 39 ), § 95. Car (x,y, z) ayant 
les valeurs ( 10 ) , on aura , d’après les formules du § 95 , 

m 7 



Smx = 4-, S — ■ ; -4- V, Sm’ = V, , 

v , a 

C mX —tC m ' „ o 

S Vl - a 1 S ( v; - a’) (v; — a') + Vl s X] — a’ ~ °’ 



S: 



„ m- . x, c m 1 

— a-~ Y ‘ S (V; — a , ) 1+ V,s v; —fl 1- V,’ 



c’est-à-dire les équations ( 9 ). 



if». 
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[.es nouvelles équations (10), entre lesquelles doit être 
faite l'élimination de V, et V* , donnent d’abord 



s*’ = +î.s r - 



m 1 



: (_ V’ = - - 

(Vî-fl 1 )’ ’ V, 



d’où l’on conclut 



(. 2 ) +, = V,(S**-VÏ). 

Ou a donc, en t-galant les deux valeurs trouvées pour , 
(u) et (12), 



(, 3 ) n, =vï(s*«-v;)(vï-vî). 

Cela posé, la première valeur (to) peut s’écrire ainsi : 

" iV l /'!' I , V ! ,\ " ,V 1 , 

* = v; [ v, + v = v;-* ( s ; 

élevant au carré, on a 




(V>— «*) 



• (s*’— v; -t-v; — «=); 



d’où l’on conclut, en prenant la somme symétrique, ayant 
égard aux relations du § 95 , et à la valeur (i 3 ), 



= VJ S 



Sx- — a ’ 



l v ! — a’)’ ■ 



(Sx’ — VJ 1 



v: (Sx 8 — VJ) (VJ — VJ) 



ce qui donne enfin , pour l’équation de la surface cherchée, 



(- 4 ) 




Remarquons que, d’après la théorie des surfaces envelop- 
pées, les valeurs (10) sont les coordonnées du point où 
l’onde plane ( 8 ), qui se propage avec la vitesse V,, touche 
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la surface (i 4 jî c’est-à-dire de l'extrémité du demi-dia- 
mètre auquel on donne le nom de rayon lumineux dans la 
théorie physique que nous développerons plus tard, et où 
se trouvera justifié le nom même de la surface des ondes. 
Or, si l’on rapproche le groupe ( 3 ) des valeurs (10) , on re- 
connaît que 

(1 5 ) Sxi, = o, 

en vertu des formules souvent citées. La vibration propagée 
par l’onde plane avec la vitesse \ , est donc perpendicu- 
laire au rayon lumineux correspondant. Cette conséquence 
importante établit, connue on le verra, une différence 
essentielle entre la théorie de Frcsnel et celle que nous 
exposons. 

L’équation (14) peut se mettre sous une autre forme. 
Soit Sx’ = S; on a , en chassant les dénominateurs, 

x 7 [ S : — ( b 7 -t- c’ ) S -H b 7 c 7 J 
H- jr , [ S' — ( c 7 -t- a 7 } S -+- c* a 7 ] 

4 - z 7 [S ! — (n’-t- b 7 )S-}-a 7 b 7 ] 

= S : — («* 4 - b 7 4 -r’jS 1 
-t- [b 7 c 7 4 - c' a 7 4- a 7 b 7 ) S — a' b < ’, 

et, en réduisant, 

t (aù 4- y'-L-z>){a 7 * 7 - 1- b 7 y • 4- c 7 z : ) 

(16) { — [a 7 ( b 7 4 - c 7 ) x’ 4 - b 7 (c’ 4- a 7 ) y 7 4 - c 7 (n ! -I- b 7 ) z 7 ] 

4 - n 7 b 7 c 7 = o. 

C’est la forme que nous emploierons le plus souvent. Pour 
simplifier son écriture et d’autres calculs , nous posons 

Sx’=R, S(i 4 ’ = P, S/?’(é» 4 - c 7 )'x 7 = Q, 

S a 7 — r, S b 7 c 7 z= p , u 7 b 7 c' — i/ , 

et 1 équation (16) devient 
.(i8 RP — ■ Q 4 (/ = ». 
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des ondes. 
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Cette notation est fort commode , malgré son défaut d'ho- 
mogénéité. On remarquera que R et r sont de deux dimen- 
sions, P et p de quatre, Q et q de six. 

§ 98. — La recherche de l’équation de la surface des 
ondes peut être abordée d’une autre manière. Le problème 
consiste à trouver la surface enveloppée par le plan dont 
l’équation est 

( 1 9) "‘x + ny + pz = V , 

les quatre paramètres (/», n , p, V) étant liés par les deux 
relations 



, | + 1, 

( V' — V 1 S ( b’’ -t- c 7 ) m ' 1 S b' c’ m 1 — o . 

On donne plus de simplicité et un caractère nouveau à cet 
énoncé, en posant 

, . 'IL— fl 1—Zl P-.— - 

V bc' V eu' V al 1 ’ 



la première donne alors 



(22) 



1 

_ _ — ; 



la seconde, dans laquelle on élimine V, devient 



Sx'^.Sa’x' 1 — S a* (b 7 -f- c 5 ) x'- 4 - q = o , 
et en posant, comme au groupe ( 17 ), 





h 

II 

s: 


(23) 


( S a 1 (6’ + c l )x"‘— Q', 


se réduit à 




(24) 


R'P' — Q' - 4 - î = 0. 
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Knlin , l'équation ( 1 1» ) du plan générateur, quand on y sub- 
stitue les \aleurs (ai), prend la forme 



(a 5 ) 



bc 



y y 

va 



z' Z 

ab 



i . 



Alors le problème consiste à trouver la surface enveloppée 
par le plan (i 5 ), (x', j z') étant les coordonnées d'un 
point M' de la surface auxiliaire (24). 

Or, d’après la première solution , cette surface auxi- 
liaire (24) n’est autre que la surface cherchée elle-même. 
De là résulte une propriété géométrique remarquable de la 
surface des ondes, qui facilite singulièrement son étude. 
Le point M, aux coordonnées (x, y, z), est celui où le 
plan (u 5 ) touche la surface enveloppée. Le point auxiliaire 
M' est le pôle du plan (2S) relativement à l’ellipsoïde 



(26) 




Or, la symétrie complète des équations (l8), (24), (a 5 ) 
prouve que ces deux points M et M' peuvent changer de 
rôles. Ces deux points, appartenant à la surface des ondes, 
sont donc conjugués, en ce sens, que chacun d’eux esl le 
pôle, relativement à l’ellipsoïde (26), du plan tangent à la 
surface mené par 1 autre. Celle propriété conduit très-sim- 
plement aux valeurs des (r. y, s) en (.t', y', z'), et réci- 
proquement. 

Ou sait que le pôle d un plan donné par l’équation 



/•* ■+■ tO -t- Aï = 1 , 



relativement à l'ellipsoïde (26), est le point dont les coor- , 
données z,) permettent d’écrire l’éq'ualion de ce 

plan sous la forme 

j-, iü'r,r 

h — - H — j- = 1 ; 

bc ca a b 
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d’où l'on, conclut 



(27) x, = bcf, y, — cag, z { z=abh. 

Cela posé, l’équalion du plan tangent en M', à la sur- 
face (24), est 

x'rP' + a’R' — + 

i D' * 

- y [p' -+- 6^' — + 

+ D' * 

s'[P'4-c«R' — c*X«* -H **)1 

+ — ü *=’’ 

où le dénominateur 1) ? est 




(29) D' = 2.R'P' — Q' = R'P' — q. 

Or, le point M, aux coordonnées (x, y, z ), est le pôle de 
ce plan (28) ; les formules (27) donnent donc immédiate- 
ment 



( 3 o) 



, .P'-f-a’R'— a’fè’-Hc’) 

~ bcx w 



, P'+é’R'— i’i'c’ 

j y — ca y D ,~ 

, ,P'4-C’R'— + 

! z jÿ-^ 



et l’on démontre, par le même procédé, les formules in- 
verses 



( 3 .) 



i x' — bcx 

\ r'— ca r 

! a' = a b z 



P -t- a’R — a’^’-t-c 5 ) 

1) 

P-t-ê’R — ^(c’-f-w 1 ) 
D 

P H -c’R — c »'(a-+ b') - 

D” 



* 
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OÙ I) = RP*— 7, cl qui donnent les coordonnées du point 
conjugué M', lorsque l’on connaît celle du point M. 

§ 99. — Les premières équations des deux groupes (3o) 
et (3i), multipliées l’une par l’autre, donnent i« point* 

j 6» c t[p 4- „>R -i *» ( b 1 -t- c’)] [P' -+- a’R' — a' {b 1 -H c 1 )] 

I =(RP — q) (R'P' — q')-, 

développant, remplaçant (A’-f-c*) par (/' n ~) , a' (h 4 -c ) 

p ar ( p — A* c* ), conséquemment a*(i* +c* j* par 
(,y, _<!*/,_ A>cV 4- 7), puis ordonnant, on a 

AV 1 [ PP' 4- q ( R -t- U') — qr ] 

-t- r/a* [RR 4- j P 4" P ) — ^/] 

-= RR'. PP' — 7 (R -t- R' — r)(P + P' — /f). 

Enfin , si l’on pose 

RR' + (P + P’) - // = 0IL, 

(34) | PP' 4- 7 (R 4- R') — qr=z3R, 

( RR'. PP' — q ( R -f- R' - r) ( P + P' _ p) = L, 

la relation (33) donne la première des trois relations 
r/a* DR, -|- b*c* OC, = I., 
yA’JR 4-e , fl , X = I., 
r/c* JR 4- a* b* 3L ~ L ; 

les deux autres résulteraient du produit des deux secondes 
équations des groupes (3o) et (3 1), puis du produit des 
deux troisièmes. Par l’élimination de L , il vient 

(b* — c*) (qOR - a*3X,) = O-, 

(c* — a*) (fSlL — A»X) = 0, 

(«’ — b’) (qVIl — c 1 31 ) — o ; 

et, comme les vitesses ( a , A, c) sont supposées inégales, il 
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faut que l’on ait 

OIV = b'c- 01, — c'a 1 Où = «'i 1 X ; 

d’où 3IL = o, puis Où — o ; c’est-à-dire 

(35 JHR'-KP+P'}^, 

f PP' -4- q (R + R' ) = ,,/•; 

d’où résulte évidemment que L (34) est aussi uul. Au moyeu 
de ces deux relations (35), on peut déterminer R et P eu 
fonction de R' et P', et l’on trouve 

„ _ ? (R'-r)-P'(P'_ / ,) 

U ïÿ ’ 

P - „ (P’-p)-R'(R'-r) 

' D' 




On a ainsi deux équations (35) symétriques en (x, y, z) 
et (x', y\ z'). On peut facilement en obtenir trois autres : 
d abord 1 équation (25), que nous mettrons sous la forme 

ax'x by y -f. cz'z = abc-, 

cl si l’on remarque que 

Sb’c’x'* =/,R' — Q', 

S a'x - — r P' — Q', . 

7 — Q — — RT, 



le groupe ( 3o ) donne 



s^x = r tftl- _ K , „ _ 



s = ai,c r PL ' = vt , 

D' abc 



•d’après les valeurs (36). On a donc, entre les coordonnées 
de deux points conjugués de la surface des ondes , le groupe » 
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de relations symétriques 

I ax' x -+■ b y' y -+- cz z = abc , 

I bcx'x car y -+- abc! z = R'R , 

P 7 P 

a'x'x + b' y' y -f ■ c* z' z — — — ; 

abc 

r'r;-+-(P' + p) = ^, 

P' P -f- y ( R' + R ) = yr. 

Si on éliminait (x', s') entre elles, on retomberait sur 

l'équation (i 8 ) , si (x, y, z) sur l’équation (24). Le groupe , 
(37), même surabondant, pourra donc remplacer l’é- 
quation de la surface des ondes ; on aura ainsi un nouvel 
exemple du procédé fréquemment employé dans les recher- 
ches analytiques sur les courbes et sur les surfaces, lequel 
consiste à représenter un lieu géométrique par plusieurs 
équations au lieu d’une, en introduisant des paramètres 
auxiliaires , ce qui permet de diminuer le degré ou l'ordre' 
des équations. j 

La théorie des points conjugués de la surface des ondes 
étant nécessaire à notre analyse, nous avons préféré la 
donner tout de suite, et eu quelque sorte tout d’un trait, 
les calculs qui s’y rapportent se simplifiant par leur con- 
densation même. La considération des points conjugués 
nous parait remplir, dans l’étude de la surface des ondes , un 
rôle analogue et tout aussi important que la théorie partielle 
des diamètres conjugués, dans l'étude des courbes et «les 
surfaces du second ordre. Nous verrons, dans la prochaine 
Leçon, que cette association des points conjugués conduit 
très-naturellement aux propriétés les plus importantes de 
la surface dont il s’agit, sans qu’il soit nécessaire de faire 
usage du calcul infinitésimal. Cette surface mérite d’être 
étudiée pour elle-même, et doit occuper une place impor- 
tante parmi les surfaces du quatrième ordre. On peut l’cx- 
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plorer, pour ainsi dire géométriquement, en s’appuyant 
sur la théorie des pôles et polaires , empruntée aux surfaces 
et aux courbes du second degré, comme l’indique la Leçon 
actuelle; et en se servant des coniques sphériques et ellip- 
soïdales, qui la découpent en éléments rectangulaires, 
comme nous le démontrerons. On ne saurait trouver un 
exemple meilleur et plus utile, pour appliquer les belles 
méthodes enseignées dans le Cours de Géométrie supé- 
rieure, créé si près de nous par M. Chasles; et pour vérifier 
les propriétés nouvelles des lignes de nature diverse tracées 
sur des surfaces quelconques, que les travaux et les Cours 
de M. Liouville ont si bien fait connaître. 

Il importe de rappeler que l’équation ( 22) , ou 

(38) V! =p’ 

donne le carré de la vitesse de l'onde plane dont le rayon 

lumineux est OM ou \/ït ; pareillement ^ est le carré de la 

vitesse de L’onde plane dont le rayon lumineux est OM' 

ou \AV. Ou , en d’autres termes , ~ est le carré de la vitesse 

de l’onde plane conjuguée au point M , ou dont le point M 
est le pôle, relativement à l’ellipsoïde ( 26 ). Nous dirons 
aussi que les deux plans tangents en M et en M' sont deux 
ondes planes conjuguées ; et que chacun d’eux est fonde 
plane conjuguée au rayon lumineux qui aboutit »à son pôle. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

o 

Propriétés géométriques île la surface des ondes. — Axes optiques. — Cercle s 
de contact et ombilics. — Courbes sphériques et courbes ellipsoïdales. — 
Cônes orthogonaux. — Variétés de la surface des ondes. 



^ 100. — A\ant de parler des propriétés optiques assi- 
gnées aux cristaux biréfringents par la surface des ondes, 
il importe de bien connaître la forme de cette surface et 
ses variétés. Elle jouit d’aliord de cette propriété remar- 
quable*, que ses trois sections principales se composent cha- 
cune d’un cercle et d’une ellipse; en ellet , son équation (i 6), 
*5 97, devient 

/ pourx = o, ( j 1 + — a’) (b 1 ? 1 -+- c’î 1 — 6 : c î ) = o, 

(i) pour = o, (s 1 -+- x‘ — b'') (c’a- -t -u' t x‘ — r’n 1 ) =■ o, 

| pour s = o, — c’) ( a' , x‘ M- b 1 y* — a , b')=o. 

D’après l’ordre décroissant a'y>b'^>c des trois vitesses 
principales, le cercle est extérieur à l’ellipse sur le plan 
des yz, intérieur sur celui des xy. et les deux courbes se 
coupent en quatre points sur le plan des zx. Essayons de 
définir la forme que doit avoir la surface, en nous bornant 
à l’angle trièdre des coordonnées positives. 

A partir de l’origine O, on prendra deux lignes propor- 
tionnelles ou égales à a , l'une ÔA sur l’axe des y, 1 autre OA' 
sur l’axe des z; deux lignes égales à b, l une OB sur l’axe 
des s, l’autre OB' sur l’axe des x; enfin deux ligues égales 
à c, 1 une OC sur l’axe des .r, l’autre OC’ sur l’axe des jy. 
On tracera, sur le plan des i r, le cpiart de cercle AA', le 



Sériions 
principales . 
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quart d’ellipse BC'; sur le plan des SX, le quart de cer- 
cle BB', le quart d’ellipse CA'; enfin sur le plan des xy , le 
quart de cercle CC', le quart d’ellipse AB'; toutes ccs cour- 
bes ayant O pour centre et leurs axes sur les arêtes de l’an- 
gle trièdre. Soit , sur le plan des z.r, ( £ le point d’intersec- 
tion des deux courbes tracées; la section complète donnera 
trois autres points semblables , ou quatre en tout , symétri- . 
quement placés sur deux diamètres delà surface. Ainsi qu’il 
va être démontré, ces quatre points sont seuls communs aux 
deux nappes qui constituent la surface , l’une extérieure ou 
enveloppante , dont la trace, sur les plans de l’angle trièdre 
choisi , est ‘S A' AB'®; l’autre intérieure ou enveloppée , dont 
la trace cst^BC'Ctp. 

Pour obtenir une représentation sensible de la fttrface 
des ondes , le procédé suivant est encore le meilleur. Ima- 
ginons que l’angle trièdre des coordonnées positives soit 
coupé suivant l’axe des • y; que le plan des zy tourne autour 
de OZ pour se rabattre sur le plan des zx\ qu’enfin ce der- 
nier plan tourne autour de OX pour se coucher sur celui 
des xy. On pourra dessiner avec exactitude, sur l’unique 
plan qui contient ce double rabattement, les différentes 
traces tic la surface, telles que nous venons de les définir. 
On aura ainsi , sur une échelle aussi grande qu’on voudra, 
la fig. 6‘. Si l’on rétablit ensuite les trois plans dans leurs 
positions primitives, et si l’on se place de manière à les 
voir sous un même angle, on sc formera une première 
idée , exacte et simple , de la surface qui doit réunir les 
traces dessinées. Enfin, c’est en imaginant les mêmes choses 
répétées dans les huit angles trièdres des plans coordonnés, 
que l’on peut sc figurer la forme complète de la surface des 
ondes. 

§ 101. — Pour constater l’existence des deux nappes, et 
leur mode de liaison, soient : p un ravon vecteur, et (_/, g , h) 
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les cosinus des angles qu’il fait avec les axes, d’où 
(a) * =/?, .r=gp, z = hf, S/’= i; 

l'équation ( 16 ), § 97, deviendra 
( 3 ) p 4 S a 7 f 3 — p 3 . S n 3 ( b 7 -f- c 7 )f‘ ■+• b 7 c 7 . Sy -3 = o ; 

multipliant par 4 -Srt*y *, et résolvant, on a 

(4) 2p 3 Sa 3 / 3 — S« 3 (è 3 + r 3 )/ 3 = ±W; 

ce qui donne en général deux rayons vecteurs pour chaque 
direction - , et l’équation (4), suivant que le radical W sera 
affecté du signe -+- ou du signe — , donnera le plus grand 
ou le plus petit de ces rayons vecteurs, lesquels ne pour- 
raient être égaux que si W était nul. Or on a 

/ 3V’ = a' [b 7 — c'Y f' -f- a b 7 c 7 [a 7 — b') (a- — c 7 ) g* h* 

(5) ! -f- b' (o 1 — c 3 ) 3 g' — 2 c 7 a 7 (a 7 — b 3 ) 'b' — c'j/r f 1 

( -+- c* ( a 3 — é 3 ) 3 h' 2 a 7 b 7 ( a 7 — c 1 ) { b 7 — c 7 )/ 7 g'. 



les facteurs des différents termes étant tous positifs; celle 
valeur de W* peut se mettre sous les formes suivantes : 

W’=r [a 7 (b 7 — c 7 )/’-+- b 7 [a 7 — c 7 )g 7 -+- c 7 (a 7 — b 7 ) h 7 ] 7 
— 4 b 7 c 7 ( a 7 — b 7 ) (b 7 — c 7 ) h 7 f 7 
= [& 3 (zi 3 — c 7 ) g 7 (a b 2 — c 7 . f -f- c \ a 7 — A 3 ./») 3 ] 

X [b 7 (a 7 — c 5 ) g 7 + \ ! b 7 — c 7 ./ — r y a 7 — b 7 /i) 3 ]; 

et l’on voit qu elle ne peut s’annuler que si 

g — o, et a 7 ( b 7 — c 3 )f 7 = c 7 (n 5 — b 7 ) h 7 . 



Ces deux relations, jointes à la quatrième ( 2 ), donnent 



( 6 ) 



, c 7 (a 7 — b 7 ) , a 7 (b 7 

f =¥<ÿ-- TT)’ *=°’ = 



b 7 {u- — c 7 Ÿ 



ou les directions de deux diamètres situés dans le plan de 
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s.r ; d’où résulte 



il) - r » = 



c Jet' 1 — b ■ 

, — ~ 5 J'v “ O , Z# 

y/ a 2 — c* 



I <7 y b ' — c 2 
\ja 2 ■ — c 2 



pour les coordonnées des quatre points ( S, les seuls qui 
soient communs aux deux nappes de la surface. 

On donne aux deux diamètres qui aboutissent à ces quatre 
points le nom d'a.res optiques ; nous les distinguerons par 
les cosinus 



( 8 ) 



/ c \J a 2 — b 2 

' f = r , •> 

" \^a 2 — c 2 



a \l b 2 — c 2 

gc — o , "» = X 1 -- ’ 



/» 



c \Ja 2 — b 2 
b y’fl-i — c t 



^ — o , b eo — 



b — c ~. 
a J b 2 



y a 2 



Désignons par U et 1T les angles que le rayon vecteur p fait 
avec ces deux axes ; on aura 



c J a 2 — b‘ .f+a^b 2 — c 2 . h 

cos U , — i 

b \ja'‘ — c 2 

, c\Ja 2 — b 2 .f — a J b 2 — c 2 .h 

cosU = — ; 

b y a 2 — c 2 

d’où l’on conclut, sans difficulté, 

(i — cos J U) (i — cos 1 U') b' (a 2 — c 2 ) 2 
= [b 2 (a 2 — c 2 )S / 2 — c 2 (a 2 - ■ b 2 )f 2 — a 2 {b 2 — c 2 ) b 2 ] 2 
— 4 a 2 c 2 (a 2 — b 2 ) (b 2 — c 2 )h 2 / 2 
= [a’ {b 2 — c 2 )/ 2 ■+■ b 2 (a 2 — c 2 )g 2 -+- c 2 (a 2 — b 2 ) h *]* 

— 4 a 2 e* (a 2 — b 2 ) (b 2 — c 2 )h 2 f 2 = W 1 ; 

ce qui donne au radical W la forme très-simple 
(g) W = b 2 (n 2 — c 2 ) sin U sin U', 



et à l’équation (4), celle-ci, 

s c, 2 .S n 2 ) ■ — S a 2 {b 2 + c 2 )/ 2 — ± b 2 (a- — c 2 ) sin IJ sin IJ', 
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ou, puisque il après l’équation (3), 

p- S n 1 /' — S a 1 (A’ -I- <"•)/= = — 






a ! bU 



autrement 

n? f)~ c* A* { fl*’ — 

( 10 ) S a'p— - = ± — — sinUsinU'; 

p* p> 

c’est-à-dire que, si p, est le plus grand et p, le plus petit 
des deux rayons de même direction, on aura simultané- 
ment 

1 fl’è’r 2 è J (o J — r’) . . 

S a 'f- — = -r , — — sin U sinU , 

Pi _P> 

a 1 b’ c* . b'[n' — c’) . , t . 

— S a'f' t — sin U sin U , 

l Pi Pi 

et, par addition , en divisant par n* A*c* ^ H- 

^ ^-pî = =(i-^) sinUsinlJ ' ; 

équation fondamentale dans la théorie physique des cris- 
taux à deux axes, et qui établit une relation entre les vitesses 
des deux rayons lumineux de même direction. 

Reprenons la notation employée aux §§ 97 et 98, dans la 
théorie des points conjugués de la surface des ondes, et 
désignons par (.r,, y„ 2 ,), (.r, , „ z t ) les coordonnées des 
points Mj, M, , dont les rayons vecteurs sont p,, p,; nous 
aurons le tableau 

y<=gp‘i *i = A pi» 

*>=/p>> = z ‘ = /'p>; 

, -t-*î = R. = pî, 

( 1 3 ) > 

x ! •*î+.r , ,-H*,’ = R> = p;; 

I «>x; -+- b’ y] -t- r’ sJ = P, = R, S «’/% 

4- b'y\ -4- r’*i = P, = R. Su’/’. 
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.Maintenant , l'équation (3) donne, par son dernier terme* 



p* ; 



R, Rj — 



S n 3 /’ 



9 



ou bien, d’après le tableau (i3), Tune ou l’autre des deux 
relations 




Mais , d’après le § 99, est le carré de la vitesse de l’onde 
*» ** * 

' , é ' „ 

plane dont M, est le pôle - r est le carré de la vitesse de 

*2 , 

l'onde plane conjuguée au point M*. On a donc ce théo- 
rème remarquable : La vitesse de chacun des deux rayons 
lumineux d'une même direction est égale à la vitesse de 
l’onde plane conjuguée à l’autre rayon. 



Ccrdes k 1()2. — Proposons-nous de trouver le point con ugue 

<lo contact Cl J „ ,, . r S, , 

ombilic, de 1 extrémité M 0 d un axe optique éprenons pour Al 0 le 
point $, § 100, situé dans l’angle trièdre des coordonnées 
positives; puisqu’il est à l'intersection des deux courbes 
qui composent la section principale des zx^ ses coordon- 
nées vérifieront les trois équations 

(l5) x 1 -+- z 1 = b' 1 — R , « J .r 5 4- c 2 z J — n’ e ! = P, 



ci seront conséquemment 





y la- — b 1 

c , 

\a~ — c 5 



y = o, 



■<» 




— c’ 



On sait que, les coordonnées (x, j', s) d’un point M étant 
connues, celles (.r / , y\ z') de son conjugué M' sont don- 
nées par les formules (3 1 ), § 518 : mais il y a une exception 
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ii cette règle, c'est lorsque le point M est M»; car les va- 
leurs citées se présentent sous la forme -» ou restent in- 
* o 

déterminées, puisque les valeurs (i 5 ) donnent 

• 

/ R — b', P = a 7 c'-, 

D — R P — 7 = o, 4 = 0, . 

P + a’R — a 7 {b 7 ■+■ c 1 ) = o , 

P -t- c 1 R — c 7 («’ -f- b 7 ) — o. 

11 faut donc se servir d'une autre méthode pour trouver le 
conjugué M’, de M*. ‘ 

Â cet effet, substituons les valeurs (16) et (t 5 ) aux 
(x, y, 2 , P, R) du groupe (37), § 99 ; il en résultera en- 
tre (x', y\jz') les quatre équations 

.r' a 1 — b' -+- z' ^ b 7 — c' — b y a 7 — c 1 , 
c’ x' y f u 7 — b 7 -f- a'z' ^ b 7 — c 1 — b R' ^ a 7 — c’, 
a 7 x! s/n 1 — b 7 + c’z' \ ! b 7 — c 7 = Ç- \Ja 7 — c% 

P' -+- b' R' — b 1 (c 7 -h a 1 ) = o ; 

car les deux dernières des cinq équations du groupe cité n’en * 
donnent qu’une seule, et mèinela dernière (18) ; mais cette 
dernière (18) n’est qu’une conséquence des trois premières, 
puisqu’on, peut l’obtenir eu additionnant la deuxième et 
'la troisième, et retranchant la première multipliée par 
(e 8 4- «’). La première (18) représente un plan , la seconde 
une ‘sphère, la troisième un ellipsoïde, surfaces qui doi- 
vent comprendre le point M' # que nous cherchons. 

Or il arrive que les points communs au plan et à la 
sphère sont aussi, et tous, situés" sur l’ellipsoïde : en effet, 
les équations île la sphère et de l’ellipsoïde peuvent semet- 

» 7 - 

' • • ; * ‘ ' 
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c'x' \jd ! — />’ -f- a 7 z' \j b 2 — e 5 
J a} — c 1 . 

= - — ~ b (b 7 x ' 7 4 - b*/’+ b 7 z'‘), 

a-x' y / a 2 — b 1 -+- c 7 z' \j b 7 — c 1 
J ti l — ~ 

= b (« 2 x 3 + b'-y 7 -t- c’*' 1 ); 

si l'on retranche la première de la seconde, on a 



b \Ja 7 — c 7 [x‘ y/a 7 — b 7 — s' — c 1 ) . 
= (a 5 — b 1 ) x? 2 — ( b' — c 2 ) z'*, 



ou , réunissant dans le deuxième membre. 



( 20 ) 



t * . 

J o = (x' y/a 5 — è 2 — z' y/è 2 — c 3 ) 

i X (x' y/a 2 — à 2 -+- z' \Jb 2 — c’ — 6 y/a 2 — r 2 ); 



c’est-à-dire que l’intersection de la sphère et de l’ellipsoïde 
(19) se compose de deux courbes planes ;‘et puisque le plan 
de l’une de ces courbes 11’est autre que le plan (18), il en 
résulte le fait énoncé. 

D’où l’on conclut que tous les points de la circonférence 
de cercle, intersection du plan et de la sphère (i8),sontau- 
tant de points M', ou de points conjugués de M 0 , extrémité 
d’un axe optique. Mais tout point M est le pôle, relative- 
ment à l’ellipsoïde (2 6), § 98 , du plan tangent' dont son 
conjugué M' est le point de contact; tous les conjugués M', 
de M 0 sont donc autant de points de contact d’un seul et 
même plan; c'est-à-dire que le plan (18) est tangent à la 
surface des ondes suivant toute l’étendue de la circonférence 
du cercle, représenté par les deux premières équations (18), 
et que nous appellerons cercle de contact. Mais tout conju- 
gué M’ t est le pôle d’un plan tangent en M„; il y a donc, 
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en M 0 , une infinité de plans tangents ayant leurs pôles si- 
tués sur le cercle de contact; c’est-à-dire que M 0 , ou l’ex- 
trémité d'un axe optique, est uu ombilic de la surface des 
ondes. Cette surface a donc quatre cercles de contact et 
quatre ombilics. 

» 

Cette double propriété achève de définir la forme de la 
surface que nous étudions. Les tangentes communes au cer- 
cle de rayon ô, et à l’ellipse d’axes «etc, dans la section 
'des tx , déterminent les diamètres des quatre cercles de 
contact. Les deux nappes n’ont d’autres points communs 
que les quatre ombilics. Si on les détachait en ces points, 
la nappe externe ou enveloppante figurerait une sorte de 
coussin ayant pour section moyenne l’ellipse d’axes a et />, 
et quatre coins rentrants; tandis que la nappe interne ofi 
enveloppée présenterait la forme d’une outre, ayant pour 
section moyenne le cercle de rayon c, et quatre nœuds en 
saillie. Pour l’œil placé au loin sur l’axe des y, le contour 
apparent de Ja nappe externe est une sorte d’octogone, 
ayant quatre côtés linéaires et non adjacents, réunis ou sé- 
parés par deux arcs de cercle et par deux arcs d’ellipse aux- 
quels ils sont tangents; taudis que le contour apparent de 
la nappe interne est un quadrilatère convexe, à côtés cour- 
bes, deux circulaires et deux elliptiques, formant angles 
aux quatre sommets. Les contours des mômes nappes , pour 
l’œil placé au loin sur l’axe des z ou sur l’àxe des x, ne 
présentent aucune discontinuité du même genre; ils sont 
•ou complètement circulaires, ou complètement ellipti- 
ques. » 

§ 103.' — 11 est une autre manière de représenter la sur- 
face des ondes, qui conduit à de nouvelles propriétés. 
L’équation de cette surface étant 

(21) • Q = RP -t- 7, 



Courhes 
sphériques ei 
courbes 
ellipsoidale- 
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on a le groupe des trois équations 

x 1 -+■ y 7 -+- z 7 == R , 

* a- x 7 b' y' -t~ c 7 z 7 = P, 

a’ ( è’ -h cp jc ! -4- b 7 (c 7 -i- a 7 ) y 7 c 7 (a 7 + b 1 )z‘ = RP -+■ rj- t 

% 

et si l’on regarde R et P comme deux paramètres auxiliaires, , 
ce groupe représente aussi la surface. Les limites des valeurs 
que l’on peut donner à ces paramètres, se déduisent de la 
réalité nécessaire des (x, y, z). Si l’on ajoute trois lois les' 
équations (22), après les avoir respectivement multipliées, . 
une première fois par ( — b*c*, — a*, -+-1) ; une seconde par 
( — c'a*, — b*, 4 -i) -, une troisième par ( — a* b*, — e s ,+ i), 
on isole successivement le. carré de chaque coordonnée , et 
l’on a 

, (R -a») (P -AV) 

X ( c 7 — a’-) (a* — b 7 ) 

, _ (R -ftp (P -c»*») v 

r ~ (a 7 — b 7 )(b 7 — c») ’ .* 

(R — cp(P — a'- b') 

~ — c 1 ) (ç J — a 7 ) ’ 

ou bien, en composant les dénominateurs de facteurs posi- 
tifs , vu l’ordre décroissant a > b > c , 

(R — a 7 ) (P — b 7 c 7 ) ’ 

(a 7 — c 7 )(a 7 — b').*’ ; 

(R — b 2 ) (P — c 7 a 7 ) . ' ’ 

( a 7 — b 7 ) (b! — c 7 ) ’ 

(R — çp(P — a 7 b 7 ) * 

(h 7 — cp (a 7 — c 7 ) < 

Pour que j soit réel, il faut que (R — b*) et (P — c* a 7 ) 
soient de même signe. Si ces deux facteurs sont positifs , ou 
si l’on prend R> b* > c*, P >ç* «’ > b* c*, la réalité 
de x et de z exige que R ne surpasse pas a*, *et que P ne 



Digitized by G.oogle 







sua l’élastiutic. ,»G3 

surpasse pas a* b*. Si les deux facteurs du numérateur de > ! 
sont négatifs, ou si l’on prend n , '^>b , '^> fl, a’ b* 
la réalité de x et de z exige que P surpasse i’c’, que P sur- 
passe c*. Çe qui donne les deux séries d’inégalités 



(* 5 ) 

(2Ü) 



« ■' b 7 P c- a- '^>b ‘c'i 

a‘b : c‘ «’]]> P.J> b 7 c : . 



Ainsi les deux paramètres sont liés l’un à l’autre, de telle 
sorte que si II est compris entre a* et b', P doit l’ètre entre 
a*b f et c'a’, et que si R est compris entre b* et c*, P doit 
l’être entre t^a* et b*c*. Les inégalités (25) ont lieu sur la 
nappe externe, les inégalités (a(i) sur la nappe interne. 

Si l’on fait usage du tableau de symétrie , des formules et 
du genre de calcul du § 95, on déduit facilement du 
groupe (a3), 



: S t — j—, = - S (b 1 — c?) ( R -- a’)p= o, 



P — b 7 c 7 
a ‘ x 7 



H 



: S 



(c 



at> 1 Fi =;s(4’-c ; )(^-î)="; 



i 7 Un : • 



■*’) 



ce qui montre que l’équation de la surface des ondes peut 
se mettre sous les deux formes 



(27) 



, P — b 7 c 7 P — c‘n‘ P — a 3 b 
a 7 x 3 b* y* c 7 z 7 



— », 



K — a 7 ' R — b' R — c 7 
Toute sphère dont l'équation est 
(28) ' 

coupe la surface des ondes suivant une courbe sphérique, 
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qui est en même temps sur le cône 



< 



( 2 9) 



R, — 



Tout ellipsoïde dont l’équation est 

4 

( 3o) a 1 jr 1 -+- b' 1 y 7 -+- c ! ^ , = P,, 

trace sur la même surface une courbe ellipsoïdale qui est en 
même temps sur le cône . 



(3.) 




Ainsi , chaque point de la surface des ondes est déterminé 
par l’intersection d’une courbe sphérique et d'une courbe 
ellipsoïdale. 11 s’agit de faire voir que ces courbes se coupent 
à angle droit. Soient (x,, y t , z t ) les coordonnées du 
point M, , où les paramètres R et P ont pour valeurs R, , P, -, 
les deux cônes (29) et (3i) ont pour plans tangents, en ce * 
point, 



lOlyX 

S R, — a' 



= o, 



x,x 



P, 



= o; 




* 

et le cosinus de l’angle compris entre ces plans a pour 
facteur 






Ainsi les deux cônes se coupent orlliogonalement. Or la 
tangente à la courbe sphérique en M, est perpendiculaire 
au rayon de la sphère (28) qu à l’arète commune des deux 
cônes; elle est donc perpendiculaire au cône (3i), et, par 
suite, à la tangente à la courbe ellipsoïdale. 



ÇAdos 

orihofunam. 



§ 104. — Le cône qui coupe upe des deux nappes de la sur- 
face, suivant une courbe sphérique, coupe l’autre nappe sui- 
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vaut une courbe ellipsoïdale. En cil’et, d’après les é(j na- 
tions (r4j, S s > ul Ri sont les carrés de deux 

rayons vecteurs de même direction, on a 



P,R,= P, R, = 7 ; 



or, sur le cône (29) K) est constant, donc P t = l'est 

aussi ; c’est-à-dire que ce cône trace une courbe ellipsoïdale 
sur la seconde nappe. Pareillement, sur le cône( 3 i) P ( est 

constant, donc R t = ~ l’est aussi ; c’est-à-dire que ce cône 

trace une courbe sphérique sur la seconde nappe. D’après 
ecla, si nous appelons cône R, celui qui est représenté par 
l'équation (29), nous pourrons appeler cône R. celui que 
représente l’équation ( 3 r), ou celle-ci 



( 32 ) 



_ a ‘x 1 

S ^ — — =r o , 

a, — a 1 ’ 



qui s’obtient en substituant ~ à P, , dans cèlte mèmeéqua- 

IV; 

tion ( 3 i). 

Les deux cônes R, et R», qui se coupent à angle droit, 
suivant une arête commune , sont tels, que si R, surpasse ô’, 
nécessairement Rj lui est inférieur. En cllet, pour que 
j* (24) soit positif, si l’on a R, ô’, il faut que P, > c*o*j 
mais on doit avoir R 1 P,=a ! A , c*, donc Rj < ^ous 
supposerons que R, est toujours supérieur à et R, infé- 
rieur. D’après cela , tout cône R, trace une courbe sphérique 
sur la nappe externe , et une courbe ellipsoïdale sur la nappe 
interne ; l’inverse a lieu pour un cône R*. Les équations (29) 
et ( 32 ) de ces deux familles de cônes peuvent se mettre sous 
la forme 



b- r J = ( 1 



( 33 ' 



/ a- x l 


C* Z 1 


— Ri 


R, — c 1 


( c ’ s ’ 


a' x~ 


V R, c' 


Y»' — R j 
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Aux limites extrêmes, R, peut prendre sa moindre valeur 
A’, R, sa plus grande qui est aussi A * ; mais la nécessité 
que y 1 soit toujours positif, quoique infiniment petit, 
exige 

. . a' 1 *' 1 c'z 1 

que pour R, = b on a.t — - , 

que pour A, = b'- on ait 




d’où l’on voit que les cônes limites, R, = A s , R, = A% se 
, réduisent aux plaques angulaires comprises entre les deux 
axes optiques, § 101, et dont les bissectrices sont, l’axe 
des x pour le cône R, = A’, l’axe des z pour le cône R a = A*. 
En général, tout cône R, entoure l’axe des x , tout cône R, 
l’axe des z. 

On peut encore mettre les équations (25) et (.I2) des deux 
familles de cônes R| et R a sous une autre forme qui précise 
mieux leurs liaisons et leurs différences. Cette transformà- 
tion s’opère en posant 

JL _ JL _ £ £ _ 1 _ £' 

R, a ' k ’ À’ a« /• ’ 

0 

I 1 v‘ 1 1 y' 

R, a‘ ? ’ c- à 1 k 

k étant une constante quelconque , p et v deux paramètres 
nouveaux, la constante y surpassant j 3 . Les équations (29) 
et (32) , que l’on peut écrire ainsi , 





Digitized by Google 




suit l'élasticité. 

devieunent, par la substitution des valeurs (34 ) , 





et représentent des cônes homofoeaux , ou les cônes asymp- 
totes à deux fa mi Iles dJhyperboloïdes à une et à deux nappes , 
dont les sections principales ont les mêmes loyers. 

t 

§ lüo. — Pour compléter l’élude purement géométrique 
de la surface des ondes, il nous reste à dire quelques mots 
sur les variétés de cette surface. Lorsque deux des trois 
vitesses principales (a, ô, c) sont égales, la surface sc 
décompose en deux autres, une sphère et un ellipsoïde de 
révolution. En elfet, son équation (iG), § 97 , devient 

(36) (jt ! +.r’ -+- z: — a s ) [n’ {.r ; -t-/’) -t- e’s : — u’c 3 ] o, 



si b = a : et 



(37) (je- + z ' — b') 6= (jr- -f — o’ 6 1 ] = o, 

si c =' b. Pans le premier cas, la sphère enveloppe l’ellip- 
soïde, lequel est allongé; dans le second, l’ellipsoïde est 
aplati et enveloppe la sphère. Dans les deux cas, les deux 
surfaces se touchent aux deux pôles de l’ellipsoïde ou aux 
deux extrémités de son axe de. révolution. Enfin, lorsque 
les trois vitesses principales sont égales, la surface des 
ondes se réduit à une sphère , ou plutôt à deux sphères égales 
et qyi se superposent; car, si l’on fait a — b — c dans 
l’équation («6), §97, ou c = a dans l’équation (36), ou 

b =a dans l’équation (37), 011 obtient 
* 

(a? 5 4- y' -+- z’ — = o. 




Variétés 
do la sorfaco 
des ondes. 
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Quand la surface des ondes devient une sphère et un el- 
lipsoïde, par l’égalité de deux des vitesses principales , deux 
points conjugués l’un de l’autre sont situés sur une même 
perpendiculaire à l’axe. Ces deux points se confondent 
lorsque les trois vitesses sont égales. Mais la considération 
des points conjugués est inutile, pour ces variétés de la 
surface des ondes. 



« 



\ 
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VINGTIÈME LEÇON. 

. 4 

Ondes circulaires à la surface cTun liquide. — Ondes linéaires composées. — 
Ondes sphériques. — Construction (THuyghens. — Théorie de la double 
réfraction de Fresncl. 



§ 106. — Dans les deux dernières Leçons sur les propriétés onde» 

, , 11 ri 1 circulaires. 

purement géométriques de la surface des ondes, nous avons 
supprimé les définitions et les développements qui concer- 
nent la théorie physique où cette surface joue un rôle im- 
portant. ÎNous allons combler celte lacune dans la Leçon 
actuelle, et nous essayerons d'abandonner un instant le 
langage des géomètres, pour employer celui des physiciens. 
jNotre but est d’exposer la surte'dcs idées qui out amené la 
théorie de la double réfraction au point où elle se trouve 
aujourd’hui, en laissant à ces idées tout ce qu’elles ont de 
hardi, de hasardé, de peu rigoureux quelquefois. Ce sont 
précisément cés défauts , ou plutôt ces qualités, que nous 
cherchons, puisqu’il s’agit de donner un exemple du pou- 
voir que possède l’analyse, d’apprécier la valeur des idées 
préconçues. Commençons par dire d’où viennent les idées 
d 'onde, d 'ondulation, A' onde plane, de surface des ondes, 
de toutes les expressions que nous avons employées sans 
définition suffisante. Empruntées pour la plupart» la théo- 
rie physique des liquides, elles out servi à l’acoustique, et 
une analogie encore plus grande les a étendues aux phéno- 
mènes lumineux. ' 

» 

Lorsqu'un corps pesant, d'un certain volume et d'une 
densité plus grande que l’unité, tombe verticalement' sur la 
surface d’une nappe d’eau tranquille, on sait qu’il se forme- 
1 



Bitjitized by Google 




/ 



1~jO LEÇONS 

des rides circulaires et mobiles, dont lè lieu de la chute 
est le centre. Ce sont là des ondes circulaires. On se rend 
compte de ce phénomène en remarquant que les molécules 
d’eau, brusquement abaissées au centre d’ébranlement, 
oscillent verticalement avant de revenir au repos; ce mou- 
vement oscillatoire se communique de proche en proche 
avec une certaine vitesse de propagation, la -même dans 
toutes les directions. Si* l’on peut faire en sorte que la co- 
lonne centrale ne fasse qu’une oscillation , il n’y aura qu’une 
ride circulaire qui se propagera, en s'agrandissant quant à 
son rayon , et en s'effaçant par la'diminulion graduelle de 
sa hauteur ou de l’amplitude de l'oscillation. En général, 
il résulte de la chute du corps pesant plusieurs oscillations 
décroissantes, au centre de l’ébranlement, et par suite plu- 
sieurs rides ou ondes circulaires qui se propagent à la suite 
les unes des autres. . 



inàoi linéaires § 107. — Si une oscillation unique, produite au centre, 
composées. a line amplitude assez grande pour que l’onde circulaire 
soit encore sensible à une très-grande distance de ce centre, 
on pourra la considérer, à cette distance, comme formant 
une onde linéaire sur une assez grande étendue ; mais, dans 
certaines, circonstances, il peut se former à la surface d’une 
grande masse d’eau tranquille des ondes linéaires cninpo- 
■ sées, qui partent des centres d’ébranlement eux-mêmes, 
ou qu'il n’est pas nécessaire d’aller chercher loin de ces . 
centres. Par exemple/imaginons, Jig. y-, des' boules 
(b. />', h",..., b ! " J ), suspendues par des fils métalliques très- v 



minces à une barre horizontale BH, mais à des hauteurs j 

dill'érentes, sur une même ligne b M b inclinée à l'horizon; I 

' soit EA la»surface d’une eau tranquille, E'A' un plan hori- • 

zontal rencontrant tous les fils de suspension un peu au- t 

dessoiis de la barre HH;' un mécanisme fait descendre tout - t 

• TapparoH, d’un mouvement uniforme, de E’A 1 en EA. 1 

i 
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L'immersion rapide de chaque boule produit un système 
d’ondes circulaires j tous les systèmes d’ondes coexistent ou 
se superposent: d’après la disposition des boules, et l’uni- - 
forinité de la descente, ils sont en retard les uns sur les 
autres : quand celui de la boule la plus élevée b W com- 
mence , celui de la boule b s’est déjà étendu jusqu’en /3, ce- • 
lui de b' jusqu’en /S', celui de b" jusqu’en /S", etc. A ce mo- 
ment, les effets des ondes circulaires , en leurs points d’in- 
tersection, sont concordants ; la suite de tous ces. points 
d’intersection forme une ligne droite EF, où les hauteurs 
des rides sont plus que doublées , et il en résulte l’apparence 
d’une onde linéaire, se propageant d’ailleurs avec la même 
vitesse que les ondes circulaires. 

Pour tracer la direction de celte onde linéaire composée, 
il suffirdc décrire le cercle dont le lieu de la chute de b est 
le centre, et qui a pour rayon l’espace parcouru par son 
système d’ondes avant la chute de b l "\ puis de mener par 
le lieu de cette dernière chute une tangente au cercle décrit. 
On voit facilement -que.EF fera un angle d'autant moindre 
avec EA que la ligne des boules sera plus voisine de l'hori- 
zon; si cette ligne des boules élait horizontale, tous les 
systèmes d’ondes circulaires commenceraient en même 
temps, et Fonde linéaire composée serait parallèle à F.A. 
De l’autre côté de EA, il existera un système d’ondes li- 
néaires semblable et symétrique: ce qui formera une sorte , 
d’onde, angulaire d'abord, puis composée de deux côtés 
non parallèles qui ne se rencontreraient sur EA que si on 
les prolongeait. S’il n’y a que deux ou trois boules, la par- 
tie active de Fonde linéaire composée aura fort peu de lar- 
geur, car elle se réduira au lieu des contacts de deux ou de 
trois cercles tangents; on aura ainsi des rayons ondula- 
toires composés, perpendiculaires aux ondes linéaires dont 
il viçnt d’être question. 
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Voici la définition d'un rayon ondulatoire : Supposons 
une seule boule tombée; les molécules d’eau, primitivc- 
- ment situées à la surface du liquide sur une droite partant 
du lieu de la chute, formeronj. au bout d'un certain temps 
une ligue sinueuse, et plus tard encore une autre ligne si- 
nueuse en tout semblable à la première, mais dont la forme 
sera déplacée, comme si, de la première époque à la se- 
conde, la ligne avait glissé avec la vitesse de propagation; 
c’est là un rayon ondulatoire. La distance entre les tan- 
gentes horizontales d’une même sinuosité est Y amplitude 
de l’ondulation ; cette amplitude va en diminuant à mesure 
que l’ondulation est plus éloignée du centre. La distance 
entre les verticales passant par les points de contact de deux 
tangentes horizontales successives, du même côté d’une si- 
nuosité, est la largeur d'onde, ou la longueur d’ondula- 
tion; elle ne varie pas dans le mouvement général. Si l’on 
revient au cas de trois boules tombées successivement, on 
verra que la suite des points de concordance des trois sys- 
tèmes d'ondes circulaires forme deux rayons ondulatoires 
composés, 'dont l’amplitude est au moins double de Celle 
d’un rayon ondulatoire simple. 

* Si l’on voulait établir, en chacun des centres d’ébran- 
lement, une suite d’oscillations d’égale amplitude, il fau- 
drait disposer sur les mêmes fils verticaux plusieurs rangées 
déboulés parallèles à b^ b , et équidistantes entre elles; 
j leur intervalle vertical étant dans un certain rapport avec la 
vitesse uniforme de la descente. On pourrait laisser tomber, 
d’une même hauteur, des boules ou de simples gouttes , s’é- 
chappant par les trous d’un tamis, lesquels ne seraient ou- 
verts que successivement. De quelque manière que ce soit, 
l'expérience est évidemment réalisable. Voici, d’ailleurs, 
une circonstance où des ondes linéaires composées se produi- 
sent naturellement. Lors de la marche régulière d’un ba- 
teau à vapeur d’iine grande force, sur un fleuve peu pro- 
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fond, f immersion successive des palettes occasionne un 
etïet du même genre que celui de notre appareil à boules ; 
on voit, a une certaine distance -en avant, deux ondes li- 
néaires inclinées sur l’axe, une de chaque côté; elles mar- 
chent avec la même vitesse que le bateau , et comme si elles 
lui étaient invariablement unies. Ces deux vagues linéaires 
s’étendent, en divergeant à l’arrière, jusqu’aux deux rives 
du fleuve, où elles agitent convulsivement les batelets qui y 
stationnent. L’angle qu’elles forment est d’autant moindre 
que le bateau va plus vite. Leur hauteur est d’autant plus 
grande que l’eau est moins profonde. Ce phénomène est 
surtout sensible sur la basse Seine, entre Rouen et le 
Havre. 

§ 108. — Pour expliquer, dans la théorie physique des 
' ondes lumineuses, les phénomènes de la réfraction simple 
et de la réflexion, on admet que les molécules de la surface 
de tout milieu diaphane d’élasticité constante, atteintes par 
la lumière, entrent en vibration et deviennent les centres 
d’autant de systèmes d’ondes sphériques, qui donnent lieu 
à des ondes planes composées de deux sortes : les unes se 
propageant dans le milieu extérieur, d’où la lumière réflé- 
chie; les autres dans le milieu diaphane lui-mème, d’où la 
lumière réfractée. Soient, fig. 8, A15 la face plane d’entrée 
du milieu diaphane; IL un rayon lumineux incident situé 
dans le plan de la figure, que nous appellerons plan d’inci- 
dence; soit PL perpendiculaire à IL : si le point lumineux 
est très-éloigné , on pourra regarder le phénomène comme 
produit par une onde plane ayant LP pour trace, et se pro- 
pageant normalement ou suivant IL, avec une vitesse de 
propagation que nous prendrons pour l’unité. Tous les 
rayons i7, i'l\ i"I " , etc., parallèles à IL, seront concordants 
en L, /, I", etc. ; c’est-à-dire qu’ils y seront constamment 

aux mêmes époques de leurs mouvements vibratoires. Ils 
atteindront respectivement des molécules m , m\ m", etc., 

18 
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de la surface du milieu diaphane, lesquelles entreront eu 
vibration et deviendront les centres de systèmes sphériques 
d’ondes lumineuses, mais d’autant plus tard que ces points 
sont plus éloignés de L. 

Pour trouver l'onde plane composée, de lumière réfrac- 
tée, qui résultera du concours de tous ces systèmes d’ondes 
sphériques, inscrivons dans l’angle PAL une ligne PA, pa- 
rallèle à IL , et égale à l’unité ou à la vitesse de propagation 
de l’onde plane incidente. Tous les points de la perpendi- 
culaire au plan d’incidence, dont A est la projection , com- 
menceront à s’ébranler en même temps; mais, à cette époque, 
le centre L aura étendu son système d’ondes sphériques à 
une distance n, vitesse de propagation de la lumière dans 
le nouveau milieu. Or, si l’on mène, par la perpendiculaire 
en A , un plan tangent à la sphère de centre L et de rayon a, 
on aura évidemment l’onde plane composée, où tous les 
systèmes sphériques de centres L, ni , m\ m'\ etc., seront 
concordants. Si l’onde plane incidente LP n’est active que 
sur une étendue LX, la surface A 13 ne sera ébranlée que 
sur une étendue correspondante Lu, cl l’onde plane réfrac- 
tée que sur une étendue Ho , où se trouvent les contacts des 
ondes sphériques concordantes, dont les centres sont entre 
L et p. Alors, au faisceau incident (ILsp) correspondra le 
faisceau réfracté (Lllpo); ou bien, au rayon incident IL, 
le rayon réfracté LR. En outre, les centres d’ébranlement 
L, m , m', ni ", donneront lieu à des ondes hémisphériques 
dans le premier milieu ; elles seront concordantes sur le 
plan mené, parla perpendiculaire en A, tangenticllement 
à la demi-sphère décrite de L comme centre, avec un rayon 
égal à AP, vitesse de la lumière dans ce premier milieu. 
Si l’onde plane incidente n’est active que sur LX, au fais- 
ceau incident (IL su) correspondra le faisceau rciléchi (LI'ps'); 
IV étant,, sur l’onde plane réfléchie, le lieu des con* 
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tacts des ondes concordantes dont les centres sont sur Lu ; 
ou bien, au rayon incident IL correspondra le rayon ré- 
fléchi Ï3'. 

\oici les conséquences mathématiques de cette théorie : 
Les points de contact R et I' des plans tangents aux deux 
sphères, par suite le rayon réfléchi 1,1' et le rayon ré- 
fracté LR, seront dans le plan d'incidence. Soient N LIN' 

normale à Ali, l’angle d’incidence II.N = i, l’angle de ré- 
fraction îi'I.R = r; on aura 



rçT, : , LJ 1 sin / sinr 

PLA = i , I,A R r= r, et — - =r — : 

Al. 1 a 



puis le triangle 

LAI' = ALP , d’où I'AL = » = l'LN, 



angle de réflexion. D’où l’on conclut : i n que pour tout mi- 
lieu diaphane uni-réfringent , le rayon réfléchi et le rayon 
réfracté sont dans le plan d’incidence; 2 0 que l’angle de 
réflexion est égal à l’angle d’incidence; 3° que le sinus de 
l’angle d’incidence, divisé par le sinus de l’angle de réfrac- 
tion , donne un rapport constant appelé indice de réfrac- 
tion , et égal au rapport direct des vitesses de la lumière 
dans les deux milieux. Et ce sont effectivement là les lois de 
la réflexion et de la réfraction simple, qui ont été si sou- 
vent vérifiées. 

§ 109 . — Pour expliquer de la même manière les phéno- 
mènes optiques des cristaux biréfringents, à un seul axe 
optique, il suffit d’admettre, avec Huyghens , que chacun 
des points L, m , »»', m", etc., qui sont successivement at- 
teints par l’onde plane incidente, devient le centre d un 
double système d’ondes, les unes sphériques, les autres 
ellipsoïdales et de révolution autour d’un axe dit de double 

■ a. 
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réfraction , ayant la même direction dans tout le milieu. De 
là résulte, par réfraction, deux ondes planes composées, 
passant par la perpendiculaire en A, et tangentes à deux 
ondes, Tune sphérique, l’autre ellipsoïdale, ayant L pour 
centre, et un même diamètre parallèle à l’axe; ces deux 
ondes étant les limites atteintes par les deux systèmes éma- 
nés du centre L , quand l’onde plane incidente arrive en A. 
Si l'onde plane incidente n’est active que sur l’étendue LÀ, 
fig. y, l'onde plane tangente à la sphère de centre L ne sera 
active que sur l’étendue R o, lieu des contacts des ondes sphé- 
riques concordantes dont les centres sont situés entre L et p, 
et aussi l'onde plane tangente à l’ellipsoïde de révolution ne 
sera active que sur l’étendue R'o', lieu des contacts des 
ondes ellipsoïdales concordantes dont les centres sont sur Lp; 
c’est-à-dire qu’au seul rayon incident IL correspondent les 
deux rayons réfractés LU, LH'. Telle est, en efict, la con- 
struction d’Huygliens pour les cristaux biréfringents à un 
axe, construction qui, énoncée empiriquement, a été vé- 
rifiée par l’observation jusque dans ses dernières consé- 
quences. 

Ainsi, il résulte de cette construction que le rayon ré- 
fracté LU suit complètement les lois de la réfraction sim- 
ple; c’est le rayon ordinaire. Le rayon réfracté LU', dit 
extraordinaire , suit des lois plus compliquées; il n’est dans 
le plan d’incidence : i° que si ce plan est parallèle à l’axe 
de double réfraction, et alors le rapport du sinus d’inci- 
dence au sinus de réfraction n’est pas constant; 2° ou, 
quand la face ÀB est parallèle à l’axe, que si le plan d’in- 
cidence lui est perpendiculaire ; et alors le rayon LU', sans 
se confondre avec LU, suit comme lui les lois de la réfrac- 
tion simple. Enfin , si la face AB est perpendiculaire à l’axe, 
' et que le rayon incident soit normal, il n’y a qu’un seul 
ravoiï réfracté, normal aussi. Toutes ces conséquences de 
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la conception d’Huvghcns, et d’autres encore, se vérifient 
complètement. Mais cette conception hardie, si bien justi- 
fiée par les faits , laisse en dehors la cause même de la double 
réfraction et de la polarisation qui accompagne ce phéno- 
mène; aussi la construction d’Huyghens n’a-t-elle été re- 
gardée, pendant longtemps, que comme une règle empiri- 
que, due à un heureux hasard. C’était méconnaître un trait 
de génie, et Fresncl ne s’y est pas trompé. Le fait de la 
double réfraction du verre comprimé lui fit penser que la 
bifurcation de la lumière réfractée et sa polarisation dé- 
pendaient d’une différence d élasticité dans des directions 
diverses. Et c'est en poursuivant celte idée, en l’étudiant 
avec le concours de l’analyse, que l’resnel a été conduit 
à sa principale découverte. Voici la marche de son in- 
vention. 

§ 110 . — La théorie physique des ondes lumineuses 11e 
peut expliquer la double réfraction qu’en partant du prin- 
cipe employé pour la réfraction simple, mais en le généra- 
lisant, savoir : que les molécules de la surface d'un milieu 
biréfringent, successivement atteintes par la lumière, en- 
trent eu vibration, et deviennent chacune le centre d'une 
onde multiple à deux nappes, d’une forme qu’il faut cher- 
cher. Lue première conséquence de cette extension du prin- 
cipe primitif, c’est qu’à fonde plane incidente LP corres- 
pondent deux ondes planes réfractées Ail,, AU,, fig. 10, pas 
santpar la perpendiculaire A, et tangentes aux deux nappes 
de fonde multiple dont L est le centre; celte onde multiple 
conservant la même forme et la même position, tandis que 
fonde plane incidente prendrait toutes les positions possi- 
bles, à chacune de ces positions de l’onde incidente corres- 
pondront deux ondes planes réfractées tangentes à la même 
surface; c’est-à-dire que fonde multiple dont L est le centre 
sera nécessairement enveloppée par toutes les ondes planes 
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pouvant se propager dans le nouveau milieu, quand elles 
auront quitté le centre L depuis l’unité de temps , ou quand 
la perpendiculaire abaissée de L sur chacune d’elles sera 
égale à la vitesse de propagation qui correspond à celte onde 
plane. On est ainsi conduit, pour trouver la surface de 
l’onde multiple, à chercher la loi des vitesses de propaga- 
tion des ondes plaues. 

Or une seconde conséquence de la même extension, c’est 
qu’une onde plane peut se propager avec deux vitesses dilîé- 
rentes dans le milieu nouveau : en effet, considérons, dans ‘ 
la construction générale, les deux ondes planes réfractées 
AK,, ARj, qui correspondent à l'onde plane incidente LP; 
l’une de ces ondes planes, Ail, par exemple, touche la 
nappe interne de l’onde multiple inconnue. Imaginons que 
l’on mène à la nappe externe un plan tangent p A' parallèle 

à AR, ; ce plan p A' sera une des deux ondes planes réfrac- 
tées qui correspondraient à une autre onde plane incidente 
LP, facile à déterminer. Donc l’onde plane de direction 
R, A peut avoir deux vitesses différentes, lesquelles seront 
égales aux deux perpendiculaires abaissées de L sur Ail, , 
sur A' o. Partant de cette conséquence, qu’une onde plane 
doit pouvoir se propager avec deux vitesses différentes, et - 
des phénomènes de la polarisation qui démontrent qu’à cha- 
cune de ces vitesses correspond une direction diflérente de 
la vibration propagée, on cherche de quelle manière l’é- 
lasticité doit varier autour de chaque point du milieu ho- 
mogène cristallisé, pour que chaque onde plane admette 
deux vitesses; ce qui conduit, comme nous l’avons vu , à la 
loi de ces vitesses. Puis, ces vitesses et leur mode de varia- 
tion étant connus, on doit chercher quelle est la surface 
enveloppée par toutes les ondes planes passant en L, une 
unité de temps après ce passage. Cette surface enveloppée 
sera l’onde multiple de centre L, à laquelle les deux ondes 
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planes réfractées AH,, AH, sont langeâtes. Telle est la 
marche de l’invention de Fresnel, et celle que nous avons 
suivie synthétiquement. 

Fresnel n’avait pour but que d’expliquer, par la théorie 
physique des ondes lumineuses, la construction d’Huyghens, 
qui coordonnait les faits optiques des cristaux biréfrin- 
gents à un axe, seuls connus à cette époque. Il s’attendait 
donc à trouver, pour les deux nappes de l’onde multiple dé- 
duite de la théorie mathématique, une sphère cl un ellip- 
soïde de révolution ayant l’axe commun de double réfrac- 
tion. 11 trouva une surface du quatrième degré qui ne se 
décomposait, de manière à donner la sphère et l’ellipsoïde, 
«pie dans des cas particuliers; il conclut de là que le fait gé- 
néral de la double réfraction n'était encore qu’imparfaite- 
tnenl connu, et qu’il devait exister des milieux cristallisés 
où l’onde multiple serait indécomposable, comme dans sa 
formule. L’expérience est venue justifier celte prévision 
hardie: les phénomènes optiques de la topaze, et d’autres 
cristaux biréfringents, dits à deux axes, découverts par 
Fresnel , ont donné à sa théorie de la double réfraction une 
réalité incontestable, que sont venues confirmer avec éclat 
les découvertes faites par Hamilton, et vérifiées par Lloyd, 
des réfractions coniques et cylindriques dont nous parle- 
rons dans la Leçon suivante. 

* 11 est à désirer, pour les progrès de la Physique, que 
les savants et les professeurs qui s’occupent de cette science, 
considèrent et- présentent de deux manières différentes les 
théories partielles résumant un ensemble de faits connus, 
sans jamais faire entrevoir aucun autre fait, et celles qui, 
nées d’une idée nouvelle sur la cause d’une classe de phé- 
nomènes, ont indiqué ou prévu l’existence d’autres phéno • 
mènes du même genre que l’expérience a confirmée. Les 
premières s’appuient sur une hypothèse , très-utile comme 
moyeu de coordination, mais stérile, impuissante, et 



Digitized by Google 




280 LEÇONS 

n’ayant le plus souvent aucune réalité. Les secondes parlent 
d'une hypothèse d’un caractère tout opposé , car non-seule- 
ment elle explique , mais encore elle complète le groupe de 
phénomènes quelle a en vue; à celte hypothèse, dont la 
fécondité est ainsi constatée, on devrait donner un autre 
nom, et l’appeler principe. Mais comme cette hypothèse- 
principe ne régit avec perfection qu’un groupe assez res- 
treint, on lui préfère une hypothèse purement coordinatrice, 
plus générale mais qui ne devine rien; on conserve toute- 
fois les résultats nouveaux, trouvés par la première, en les 
présentant comme des lois empiriques. C’est ce que l’on a 
fait pour la conceptiou d’Hnygliens; c’est ce que l’on fera 
peut-être un jour pour la théorie de Frcsnel, à cause de 
certaines anomalies, de certains faits nouveaux qu’elle 
n’explique pas, ou dont elle ne tient pas compte. Singulière 
illusion , que l’on retrouve souvent, en Physique et ailleurs : 
on exalte une science, une doctrine qui n’explique rien, 
qui ne devine rien , mais qui range, classe, coordonne assez 
bien les matières dont elle s’occupe; et si une théorie vé- 
ritable surgit sur quelque point, qui explique admirable- 
ment une des parties, mais non les autres, celte imperfec- 
tion de son travail naissant est le motif même qui la fait 
déprécier, rejeter, puis oublier. 
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VINGT ET UNIÈME LEÇON. 
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Généralisation de la construction d H u valions . — Faisceau conique réfracté. 
— Faisceau conique émergent. — Rayons réfractés pour uno incidence 
donnée. — Cas de rincidence normale. — Forces élastiques développées 
lors des vibrations lumineuses. 



§ 1 11 . — La forme générale de la surface des ondes dans 
les cristaux biréfringents à deux axes, découverte par Frcs- 
nel, étant maintenant parfaitement comme ( 19 e Leçon), 
on doit obtenir les deux ondes planes réfractées, corres- 
pondant à une onde plane incidente donnée, en modifiant, 
ou plutôt en généralisant la construction d’Huvghens, par 
la substitution de la surface tromée au système de la sphère 
et de l'ellipsoïde de révolution ; en mettant son centre en L , 
et plaçant ses trois axes dans les directions fixes qui appar- 
tiennent à la masse cristalline. Les ondes planes réfractées 
étant ainsi déterminées, si l’onde plane incidente n’est ac- 
tive que sur une petite étendue, les parties actives des ondes 
planes réfractées seront limitées dans le voisinage de leurs 
contacts avec la surface des ondes; c’est-à-dire qu’au fais- 
ceau incident correspondront deux faisceaux réfractés di- 
rigés suivant les rayons vecteurs allant de L à ces deux con- 
tacts. Ensuite, si l’on veut connaître la direction de la 
vibration propagée par chaque rayon réfracté , on projettera 
ce rayon sur l’onde plane correspondante, et sur cette onde 
plane même on mènera une perpendiculaire à la projection 
obtenue, § 97. Cette construction générale, ou cette règle, 
doit s’appliquer à toutes les positions de la surface du cris- 
tal , du plan d’incidence, et du rayon incident , relativement 
aux axes d’élasticité. 
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Si le plan d'incidence se trouve perpendiculaire à l’un 
des axes d’élasticité , auquel la surface du cristal sera con- 
séquemment parallèle, il résullede la construction générale, 
de la symétrie de la surface des ondes , et de la nature de ses 
sections principales, que les deux rayons réfractés seront 
dans le plan d’incidence, et que l'un d'eux seul satisfera à 
la loi des sinus, ou donnera un indice de réfraction con- 
stant, lequel sera -ï suivant l’axe d’élasticité choisi ; 

ce qui donne un moyen de déterminer a , b , e, en mesurant 
ces trois indices. Dans cette circonstance du plan d’inci- 
dence perpendiculaire à l’un des axés d’élasticité , ce plan 
contient l’une des sections principales de la surface des 
ondes, c’est-à-dire un cercle et une ellipse ; le rayon ré- 
fracté LE allant à l’ellipse , propagera nécessairement des 
vibrations perpendiculaires au plan d'incidence, et consé- 
quemment le rayon réfracté 1.0 allant au cercle, propagera 
des vibrations située-; dans ce plan d’incidence même. A 
chaque rayon réfracté correspondra un seul rayon incident, 
et une seule direction de la vibration qu’il propage. 

§ 112. — Ces règles conduisent à deux exceptions re- 
marquables. Si l’axe d’élasticité perpendiculaire au plan 
des axes optiques l’est aussi au plan d’incidence, ce plan 
contiendra la section principale de l’onde multiple qui se 
compose du cercle de rayon b, et de l’ellipse ayant pour 
axes «etc, lesquelles courbes se coupent. Imaginons leur 
tangente commune prolongée jusqu’en A., sur la face du 
cristal ; cette tangente sera la trace unique des ondes 
planes réfractées, correspondant à une onde plane inci- 
dente qu’il sera facile de déterminer. Mais cette onde 
plane réfractée aura une infinité de contacts avec la - surface 
des ondes, tous si tués sur une circonférence de cercle, § 102 ; 
d’où il suit que les faisceaux réfractés correspondant au 
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faisceau incident , se transformeront en un faisceau conique 
ayant L pour sommet, et le cercle des contacts pour base. 
Si la face de sortie du cristal est parallèle à la face d’entrée, 
ce faisceau conique réfracté produira, à l’émergence, un 
faisceau annulaire cylindrique, parallèle au rayon inci- 
dent. 

Cette conséquence, signalée par Hamilton, a été vérifiée 
par Lloyd ; un écran recevant le faisceau émergent, présente ' 
un anneau lumineux dont la forme et les dimensions res- 
tent les mêmes, à quelque distance que l’on place l’écran. 
Chacun des rayons du faisceau conique propage une vibra- 
tion particulière ; on remarquera que celui de ces rayons 1.0 
qui aboutit au cercle de la section principale, est perpen- 
diculaire au plan du cercle des contacts; en sorte que le 
cône oblique dont ce cercle est la base, a une de ses arêtes 
perpendiculaire au plan de celte base. Il s’ensuit que les 
projections des autres arêtes passent toutes par le point O, 
et conséquemment que la vibration propagée par une arête 
oblique sera dirigée, dans le plan du cercle des contacts, de 
la trace de cette arête oblique à la trace E du rayon lumi- 
neux allant à l’ellipse de la section principale. Les phéno- 
mènes connus de la polarisation vérifient ces conséquences. 
Telle est la première exception. 

Ainsi on peut, dans un cristal à deux axes, trouver un 
rayon incident auquel correspond un faisceau conique d’une 
infinité de rayons réfractés, propageant tous des vibrations 
de directions différentes. Et comme il y a deux directions 
distinctes d’ondes planes tangentes suivant des cercles, ce 
problème peut être résolu de deux manières. Les perpendi- 
culaires (LO) à ces ondes planes particulières peuvent être 
appelées axes de la réfraction conique. Quand la face du 
cristal est taillée parallèlement au plan d’un des cercles de 
contact , il faut que le faisceau incident tombe normalement 
à la face pour se résoudre dans le faisceau réfracté, conique 
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à l’intérieur, cylindrique annulaire à l’émergence. Avant 
que cette propriété eût été signalée , on croyait ne voir dans 
ce système, du rayon normal incident , du faisceau conique 
réfracté, et du faisceau annulaire émergent, qu’un seul 
rayon traversant normalement le cristal , sans se diviser et 
sans se polariser; c’était alors un véritable axe de double 
réfraction , et comme le cristal en ollrait deux semblables^ 
on l’appelait cristal à deux axes. On voit que les rayons 
normaux incidents, qui présentent ce phénomène, sont 
parallèles aux axes de réfraction conique , et non aux axes 
optiques que nous avons définis géométriquement, § 101. 

§ 113. — Voici maintenant la seconde exception. Ou a 
vu que chaque rayon de la surface des ondes est l’un des 
deux rayons réfractés correspondant à un seul rayon inci- 
dent, et qu’il propage des vibrations d'une seule direction ; 
cette détermination complète résulte de ce qu’à chaque rayon 
de la surface des ondes ne correspond qu’une seule onde 
plane ou qu’un seul plan tangent. Les rayons du faisceau 
conique ci-dessus étudié , ne font pas exception , car chacun 
d’eux ne provient que d’un seul rayon incident, et ne pro- 
page qu’une seule espèce de vibration ; mais le rayon dirigé 
suivant une des lignes que nous avons appelées axes opti- 
ques, fait au contraire exception, puisqu’il correspond à 
une infinité de plans tangents; d'où il résulte qu’il peut 
être l’un des deux rayons réfractés, pour une infinité de 
rayons incidents situés sur un certain cône oblique, et qu’il 
peut conséquemment propager des vibrations de toute direc- 
tion . 

Cette exception , encore signalée par llamilton , a pareil- 
lement été vérifiée par Lloyd. Après avoir déterminé dans 
un cristal la direction d’un axe optique, on taille, si l’on 
veut, deux faces parallèles entre elles perpendiculairement 
à cet axe; on recouvre ces faces de feuilles opaques percées de 
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Jeux petits trous dont les centres sont sur la même nor- 
male; on concentre -sur l’un d’eux un faisceau de lumière, 
en le plaçant au foyer principal d’une lentille convergente; 
le faisceau incident , conique et plein, qui se concentre en 
ce foyer, fournit le faisceau conique annulaire qui se ré- 
fracte suivant le seul axe optique ; toute la lumière réfractée 
suivant cette direction uuique, émerge seule par le trou de 
la face opposée , et par la réfraction à la sortie , se trans- 
forme en un faisceau conique annulaire, dont les arêtes 
sont respectivement parallèles à celles du faisceau conique 
annulaire incident. Un écran qui reçoit ce faisceau émergent 
présente un anneau brillant, dont les dimensions augmen- 
tent à mesure qu’on éloigne l’écran. Tels sont les phéno- 
mènes des réfractions conique et cylindrique. La vérifi- 
cation complète de ces conséquences extrêmes donne «à la 
réalité de la théorie de Fresnel , une certitude qu’aucune 
théorie mathématique de phénomènes naturels n’a certai- 
nement point dépassée. 

§ 114. — Quelques théorèmes importants résultent de 
l'application de l’analyse à la construction d’Huyghens, 
généralisée par Fresnel. Le problème consiste à déterminer 
les rayons réfractés correspondant à une incidence donnée. 
Imaginons la surface des ondes dont le centre est au point O, 
où le rayon incident LO rencontre la face FF' du cristal; 
prenons pour axes coordonnés ceux d’élasticité; désignons 
respectivement par (A , 1>, C) , (A,, B,,C,), (A', B', C') 
les cosinus des angles que font, avec ces axes, la normale 
en O au plan d’incidence, la normale ÏNOJV à la face du 
cristal , la trace FF' du plan d’incidence sur la même face, 
lignes qui forment un angle trièdre trircctangle; ces neuf co- 
sinus vérifieront les relations counuesde tout système ortho- 
gonal. Menons OP perpendiculaire à OL, et inscrivons la 
droite PF parallèle à OL, et égale à la vitesse tt de la lu- 
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mière incidente; / étant l’angle 'd’incidence LOiN , repré- 
sentons par A le rapport 

smi 

(i =*i 

u 

soient r,) les coordonnées du point M,, où l’un des 

rayons réfractés perce la surface des ondes, (x 1 , y\ z') celles 
du point M' conjugué de M, . 

L’onde plane réfractée, tangente en M,, aura pour équa- 
tion , § 98 , 

( 2 ) nx'x -f- b/ y ■+■ cz'z — abc; 



la vitesse de cette onde plane, ou la perpendiculaire OP', 
est , § 99 , 




cette perpendiculaire fait avec les axes des angles dont les 
cosinus sont 

ax' by' cz' . . . 

y/P 7 ’ y/P 7 ’ y'P 7 ’ 

et, puisqu’elle est située dans le plan d’incidence, elle fait 
un angle droit avec la droite aux cosinus (A, 15, C) ; on a 
donc 

(4) A ax' -+- B by' -f- Ccz' = o , 



équation qui démontre ce théorème remarquable , que les 
rayons con jugués à tous les rayons réfractés pour un même 
plan d’incidence, sont situés dans un même plan diamétral 



sm 1 
u 



de la surface des ondes. On a — : 

Or 

l’on conclut cos FOP'= h y/ p 
(5) A' nx'-’r B' by ' -+- C' cz' ~ /• \j7/. 



cos FOP' 



d’e 



, 1 ou 
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Autrement, soit l’angle P'OPv'= r, on a 

^ sini sinr 

. h V 

(F où 

A , ax' -f- Ji, by' -{- C, cz' \ 7 

- TP- ) ’ 

ou bien., en résolvant 

( 6 ) A, ax' -t- B, by -t- C, cz' = yl*' — q k 1 . 

Les trois relations (4), (5) et (6) n’en comprennent réel- 
lement que deux qui soient distinctes; en effet, la som- 
mation de leurs carrés donne immédiatement l’identité 
P' = P'. 

Ces trois relations sont vérifiées par le groupe 

ax' — A' /• yV/ -+■ A, 01 , 
cz' ^ C k <Jq -f- C, w , 




by' — B' k \lq -t- B, u , 
« — y P' — qk‘ ; 




car on a 

SA A, = o , SAA' — o, SA'A, = o, SA' J =t, SA; = i . 

Le point M' appartenant à la surface des ondes, on devra 
avoir R'P' — Q'-t- q — o, ou, substituant les valeurs ( 7 ), 

( qk r* -t- w’ ) S — ( A' k <Jq -t- A, u) 1 

— S ( b' 1 4- c’) ( A' / sfq - 1- A, o) )’ -t- 7 = 0, 

équation d’où l’on déduira w ; w étant connu , les valeurs ( 7 ) 
donneront les coordonnées du point conjugué M 7 , et enfin 
les formules (3o), § 98, détermineront les coordonnées du 
point M, , et un rayon réfracté. L équation ( 8 ) est du qua- 
trièmedegré , ce qui donne quatre solutions ; correspondant 
aux quatre plans tangents à la surface des ondes, que l’on 
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peut mener par la perpendiculaire en F au plan d'inci- 
dence. Mais, de ces quatre solutions, deux seulement ap- 
partiennent à la question , et correspondent aux deux plans 
tangents inférieurs à la face du cristal. 

cas § i 1 S. — Considérons le cas où le ravon incident est 

de 1 incidence t J 

normal®, normal a la face du cristal, on a alors 

, s I Id> , A'V^ 7 B.y/P 7 ,• C,v^P'. 

a h c 

si l’on pose , pour simplifier, 



S — j- = M , S {£' -t- c’) A’ ~ N, 




et (|u’on remplace P' par ^ , l'équation (8) devient 

(n) V* — NV’ 4- qM = o, 

et donnera les carrés des vitesses des deux ondes planes ré- 
fractées; désignons ces deux vitesses par V, et V, , on aura 

, . ( 2 v; — N = N— 2V; = ^N 2 — 47 M = V’ — V’, 

<l3, l v: + v; = N . 

Cherchons quelle doit être la disposition de la face du cris- 
tal , par rapport aux axes d’élasticité , pour que les deux vi- 
tesses V, et V, soient égales. 11 faut que (IN* — 4 <7^1) soit 
égal <à zéro; or on trouve successivement 




I R 2 — 4 q M = [S ( b 2 + c 2 ) A? y — 4S b’c 7 AJ . SA? 
='[(ê 2 — c 2 ) A] -+-(a 2 - c’)BÏ -t -(« 2 — 
-4(a 2 -^)(^-e>)A|CÎ 

= [ («’ — c j ) b; — (a, \jb 2 — c 2 -t- c, y / a 2 — i j ) j ] 
x[(« 2 — c 2 ) 4- (a, \Jb‘ — c 2 — C, y / n 2 — ê 2 ) J ] 
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et cette quantité ne peut être mille que si ’ . 

b, = o, a’ ( ft* — c'-'j — ci («’ — b 7 ) =: o, a;+c; = >, 

d’où, résolvant, 

Jb 7 ~c 7 K 



• 4 ) 



A, = , 



y a 7 — b 7 



V « 5 



B, : 



C, = ±- 



\n‘ — c 3 



c’est-à-dire que si le rayon normal incident est parallèle à 
1 un des axes de la réfraction conique, ou si l’onde plane 
réfractée. est parallèle au plan d’un des cercles de contact; 
ce qui donne un cône de rayons réfractés. 

Désignons par rj, r/, les angles que le rayon normal in- 
cident fait avec les deux axes de réfraction conique; on 
aura 



cos» = 



(- 5 ) 



A, Jn 7 — b 7 - f- C, J b 7 — c 7 

— 1 

V 'à 1 — c J 



, A, Jri 7 — b 7 — C, J b 7 — . 

COS 7 ] — 



\ J U 7 — c 

on en conclura, comme au § 101 , 

(• 6 ) 



[a 7 — c 7 ) sin » sin »' = J N 7 — 4 7 M, 

• t 

et , par une simple multiplication, 

( a 7 — c 7 ) cos » cos »' = Al ( a 7 — b 7 ) — Cl ( b 7 — c 7 ) ; 

en outre, la valeur (io) de N devient successivement 

N == ( b 7 -t- c 7 ) A} -+- (c 7 -t- a 7 ) ( i — AJ — Cl) -t- ( a- H- b 7 ) CJ 
= [a 7 4- c 7 ) — (a* — c 7 ) cos » cos »'. 

Les équations ( 12 ) prennent la forme 



(- 7 ) 



VI +\]— ( a 7 -4- c 7 ) — («.- — c’) cos» cos»', 
VI — V) = {a 7 — c’) sin r sin »', 



•9 
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•et donnent les formules usuelles 




{ 

I 



(a 7 4- C 7 ) — (a 7 — c 7 ) cos (» -t- «') 
V( _ ~ 

, _ (rP-t-c 1 ) — [a 7 — c 7 ) cos ( »• — »') 

’ n 



Pour chacune des valeurs de \ ( 12 ), on aura 



TV _ H D -_ C _T, 

P _ — , .r — — , J — — 1 Î — — ÿ- > K — S .r , 



et les formules 



R, 



q ( R' — r) — P'(P' — p) 



D' 



,r. = bv.x 



y> — <‘«r 

s, = ni 



, P'-t-iPR' — a 7 {b 7 + c 7 ) 

D 7 ’ 

,P'-+-i’R' — b 7 (c 7 + a 7 ) 

D 7 

, P' + c 7 R' — c 7 (a 7 + b 7 ) 

* D' 



où 1)' = R'’ P' — q, donneront la vitesse du rayon réfracté 
correspondant, et les coordonnées d un point de ce rayon; 
ce qui complétera la solution du problème posé , pour le 
cas de l'incidence normale. 



§116. — Revenons maintenant .à la théorie de l’élasti- 
cité, et proposons-nous de trouver quelles sont les forces 
élastiques développées dans les milieux biréfringents, lors 
de la propagation des ondes lumineuses. Rappelons que les 
N,-, T,- sont données par les formules (i3) de notre dix- 
septième Leçon, dans lesquelles il faut supprimer les termes 
en 0, et où les constantes (û, C, #, I), F,, F) ont des valeurs 
déterminées appartenant à un premier système d’axes. Rap- 



1 
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pelons aussi que les six constantes (A', L', D', F/, F') 

des iN ' , T' , qui se rapporlenl à un autre système, sont don- 
nées pa r les formules ( 1 8 ) , § 93, où les (m t , n, , p, ) sont les 
cosinus des angles de direction des nouveaux axes. Si les 
premiers axes sont ceux d élasticité, on a ( 19 ), § 93 , 

(19) D = 0, E=o, F = o , A = p a', £ = pb\ ft — p c\ 



et les formules citées donnent 



' (D = pSa-m,m,, 



C' = pS a 2 m\, 

E' = pSa-/n,/n, , F' 



p So : /n, , 
p S à 1 m,m 2 . 



Supposons que le milieu cristallisé vibre actuellement, par 
suite delà propagation d’une seule onde plane. Soient (m, n,p) 
les cosinus appartenant à sa normale, on pourra prendre, 

•§9o, ’ 

(v? — <*’) (v, — «’) 

(c- — a*) (a* — b ’) 

(y; -^ ; )(v; -*0 

(a 1 — b 1 ) [b‘ — c 1 ) ’ 

(V? — c ’) (V* — gI ) . 

{b- — c 1 ) ( c 5 — a s ) ’ 

V, et V t étant les deux vitesses de propagation que Fonde 
peut admettre; prenons cette normale pour axe des z\ 
c’est-à-dire remplaçons (w 3 , n s , p 3 ) par (/n, n, p).. 

I.es vibrations propagées ne peuvent avoir que deux di- 
rections différentes , § 96, données par les cosinus 



(m) 



• 9 - 
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où l’on doit prendre 



(23) 



^yvi-v;' \ s\ — v;’ 

II, = (Vf - «’) (Vf — (Vf - c’). 



Prenons ces directions pour celles des x 'et desj''; c’est-à- 
dire remplaçons (/»/,, n,, />,) par (£,, £,), (/«,, n s , 

par (£,, Jjj, £,); les constantes (20) sont alors 

j A' = pS«*Ç;, £' = p S«*«, #'=pSa*/n\ 

* !D' = pS«'m^, E' = pSo : «/H|, F) = pS a’|, Çj; 



et, si l’on calrulo ces sommes symétriques, 011 trouve sans 
difficulté 



(25) 



(A'-pVJ, C = f \\, g' = p (a'+b' + c'-V',-V]), 
( D'=-p^,, E' = — pij>,, F' = 0. 



Enfin, pour obtenir les IN' ,T'- , qui correspondent aux axes 
choisis, on accentuera toutes les lettres des formules (i3) , 
dix-septième Leçon , en supprimant toujours les termes 
on 0 . 

Imaginons que l’onde plane 11e propage qu’une seule des 
deux vibrations, par exemple celle qui correspond à la vi- 
tesse V, ; c’est dire que la vibration s’opfre partout paral- 
lèlement aux x\ et se propage suivant les z' \ 011 pourra 
prendre 

1 y” 

(26) «'=^sin 27 r !, i-'=o, <i'' = o, 



et il n’y aura que 



( *7) 



e iu r 
dz' 




cos 2 r 





i » , , . , dlu'.v'.w' ) , 

qui restera des neul denvees - K , — , — ^ que renferment les 
t « ( x > y » * ) 1 

JN' , T’ ; substituant cette unique dérivée et les constantes 
(■i5). on a définitivement 



(a8) 




o , N', = 2 P«r$ , 

x j = - v; , 




Cela posé, la force élastique exercée à l’époque t sur 
tout élément-plan parallèle à l’onde plane, a pour compo- 
santes (T',, T',, N',) ou ( — paX], o, o); c’est-à-dire que 
cette force élastique est langentielle, et dirigée dans le sens 
même de la vibration; son intensité est 



2 wp 

ir 1 



COS 2 7 * 




il faut la prendre avec le sigue — pour l’action de la partie 
la plus éloignée de l’origine sur la partie la plus voisine, 
avec le signe -+- pour l’action inverse. La résultante des 
forces élastiques exercées par tout le milieu vibrant sur la 
couche, d’épaisseur fis', comprise entre deux positions suc- 
cessives de l’onde plane, sera 




dz sin 2 r. 




G 



I dz 



d'u\ 

~dF ’ 



c’est l’accélération qui détermine le mouvement vibratoire. 

La force élastique exercée à l’époque t, sur tout élé- 
ment-plan perpendiculaire aux x' ou à la direction de la 
vibration, a pour composante 

(N',, T’,, T',) ou (o, — p<xi|.„ — piV’); 



c’est-à-dire que cette force élastique çsl tangenticlle. Soit 




F = — oa T son intensité, on aura 

ïl _ i» Ti = 

F T ’ F 

pour les cosinus des angles que sa direction fait avec les axes 
des j'' et des z' \ or 




t’=k+v; 






VJ— V’ 

et nous avons trouvé, § 97, 

n. = vï(v; — vï)(Sx»-vî), 

Sx 1 étant le carré du rayon lumineux /',, ou du rayon vec- 
teur allant du centre de la surface des ondes au point de 
contact de l’onde plane, rayon qui est situé sur le plau de 
l’élément actuel ; on a donc 

Vi = y; (/•; — v;), t’ = *; -t- vj = v;^; 

d’où l’on conclut 



a tc p 

r = r , cos 2 rr 



W'-Or)' 



T^_ V, 
F — r, 



c'est-à-dire que la direction de la force F est celle du rayon 
lumineux r,. La résultante des forces élastiques exercées par 
le milieu vibrant, sur la couche d’épaisseur dx' comprise 
entre deux plans infiniment voisins, perpendiculaires à la, 
vibration, est nulle, puisque F ne contient pas x' . 
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$ 

Kechcccheh sur la possibilité d’un seul centre d’ébranlement. — Condition» 
de cette possibilité — Condition pour les ondes, vériliéc par les ondes 
progressives à deux nappes de Fresnel. 



§ 117. — L explication des phénomènes optiques des 
cristaux biréfringents repose sur ce principe, qu’une molé- 
cule de la surface, atteinte par la lumière, devient le centre 
d’un système d’ondes à deux nappes. 11 est donc nécessaire, 
pour la vérité de celle explication, qu’un pareil système 
puisse exister. !N T ous allons chercher les conditions que la 
théorie de l’élasticité impose à ce système isolé. La surface 
des ondes, dont l'équation est 

<i) RP -Q + 7-0, 

lorsque l’on pose 

J 

l Sa J =R, S a 1 x' — P, 

(z) ' • 

I S a * ( h 1 c 1 ) x 1 Q , a 2 b 1 c ' ~ 7 , 

est l’onde progressive apres l'unité de temps; pour avoir sa 
position après le temps X, il suffit de changer (x, j, z) en 

, ri ^)> d’où {H, P, Q) en comme pour 

obtenir des surfaces semblables dont le centre tic similitude 
est à l'origine. On a ainsi l’équation 

( 3 ) 7 V — Q a 3 -t- R ù = o , 

laquelle représente toutes les positions de l'onde, en y fai- 



Ondes 
progrossir os 
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saut varierle paramètre X. Cettd équation, résolue, donne 



(4) 



Q±:v^Q — 4 *y 



Les deux valeurs positives de X indiquent que, lors d’une 
seule onde progressive produite à l’origine des coordon- 
nées, centre unique d’ébranlement, un point M dont les 
coordonnées sont (x, y, z ) sera agité à deux-époques dilîé- 
rentes 



(5) 



l , _ . / Q - vQ - 

r 1 V 27 



— 4 7 RP 



L . /q + \/q j -4 

V 2 '/ 



— 47 RP 



ou, autrement, que M sera successivement atteint par les 
deux nappes de l’onde progressive. 

§ 118. — Si le centre d’ébranlement exécute une suite in- 
définie de vibrations , le déplacement y sera représenté par 
les projections 

• (6) u, — X„ cos ir. (>„ = Y, cos ?. tx z , «•, = cos 27 - ; 

C r j . (p w 

G étant la durée d’une vibration complète. Le point M re- 
cevra chaque ébranlement central après deux retards dillé- 
reuls X, et Xî-, de là résulte que la loi de son déplacement 
sera exprimée par les projections 

Y f — X, t — À, 

u — X, cos 1 ix h X, cos 2 r — — — , 

Çj Kd 



(1) 



- t — X| t — X, 

v — Y 1 COS 2 r — — h 1 a COS 2 T 



G 



G ’ 



t — X, „ t — X, 

U>— Z, ÇOS 27!- Z.. COS 2 TT — — — 

v G G . 



(X,, (X», Y*, Z,) étant des. fonctions de (.r, r, -) 
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qui devront donner, pour (x = p, y — o , z ~ o) , 

(8) X, 4- X,= X,, Y, Y, — Y„, Z, -4- Z ; = Z,. 

Ces fonctions doivent se déterminer par la condition que 
les valeurs ( 7 ), des projections de déplacement moléculaire, 



(9) 



les équations 

( du dr \ 

,Lc ' \dj-~7h ) 


d.u^ 


'dw 

ylx- 


du\ 
dz ) 


ày ’ 

/ dr du’ \ 

■'-"'U -T,) 


dA 


dT 

1 du 

\<>y 


A) 

d.r ) 


dz 




jlx 




i llw (lll \ 




(dv 


dw \ 


d - b {7û-Tz) 


(l a 7 1 


U" 


dy ) 


(Ijc 




. djr 





dr ' 



dr 

d : iv 

lir' 



qui contiennent implicitement la relation 
du dr dw 

< lo > dï + Tr + dï-°' 

et que nous avons trouvées pour représenter les petits mou- 
vements intérieurs d’un milieu homogène biréfringent , les- 
quels 11 ’altèrent pas sa densité. 

Les équations (9) étant linéaires , il suffira de trouver des 
fonctions (X, Y, *Z) de (x, y, z j, telles que les projec- 
tions 

/ — À 

« — X ros ?. 77 • s 



(*') 



t — t. 

> l> 777 Y t'OS 2 37 — _ - 1 
G 

t — \ 






W 7= Z COS 1 TT 



vérifient ces équations, /. étant 



7.q 
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ou /, ; car, en changeant dans les résultats obtenus le 
signe du radical ^Q s — 4 <7 RP, on eu déduira les autres 
termes des projections (7). Sans rien spécifier sur la na- 
ture de la fonction À, cherchons à quelles conditions les 
valeurs (11) pourront vérifier les équations (g). On a 

, du dv div /rfX 

| dx dy dz 

( 1 3 ) • < 



\ rf? + dy 



d Y dZ\ 
dy ■*: Ih ) 



t — \ 
COS 2 ir — — — 

G 



2 TT 

1 F 



X ^ + V Ty 



• d\\ . e — X 
Z — sin 2 ît — - — , 
th. / G 



et cette expression devant être nulle quel que soit t , il 
faudra que l’on ait 



t'4) 



dX 

dx 



d Y dZ 



v d\ v d\ „ dl 

x Æ + ï 7 r +z S = ' ,i 



ce qui montre que la vibration doit s’exécuter sur le plan 
tangent à l’onde dont le paramètre est ~k. 

Quand on substituera les (u, e, ie) (1 1) dans les équa- 
tions (9), les seconds membres ne contiendront que des 

termes en cos 27 r - ---- : il devra en être de même des pre- 
G r 

miers membres. On empêchera d’abord que les premières 
dilï'érentiations en (.r, jy, z ) 11e doublent les termes, en pre- 
nant pour (X, Y, Z) les dérivées premières d’une même 
fonction w ; car, si l'on prend 

da . t — A 
« = — i cos 2 7 T — — , 
dx <£ 



:> 5 ) 



do t — X 

> V ■= COS 2 7 T — - — y 

( dy S 

da t — >. 

t tV = -A COS 2 7T — - — 5 
dz (r 
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ce qui transformera les équations (14) en 

I d ! y d z y d*y 

j dx : dy 1 dz 1 ° ’ 

' ' | dy d\ dy d"k dy il\ 

I dx dx ■ d ’y dy dz dz 



ou aura 





I dv 
1 T ’ 


diV 


2 ir 


U COS 2 7T — — - > 




* 


dy ~ 


T 


G 


(«7) 


' thv 

i 


du 


2 7V 


r — i 

V LOS 2 7 * 9 


1 dx 


dz 


6 


. G 


• - 


! du 


dv 


2 7C 


„ T t — ). 




! — 


— 





\\ cos 2 r. > 


• 


de 


G 


G 



en posant, pour simplifier, 

dy d). dy fil. 

dp dz ~dz d) ~ 
dy d\ dy di 

de dx dx dz 

dy d\ dy d'k 

de dy dy de 





Ensuite, pour que les secondes différentiations en (.r, y. z), 
lesquelles sont définitives, ne doublent pas non plus les 
termes, il suffit que (rt s U, A*V, c*\V) soient les dérivées 
premières d’une même fonction ou que l’on ait 



(• 9 ) 






Ces conditions étant remplies, les substitutions laites, et 
les factcnrs communs supprimés . les équations (9) seront 
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vérifiées, si Fort a 





c’W 



d\ 

dr 




dx ' 




d\ do 
dx d\ ’ 



b-\ 



dî. 

dx 



— «'U 



d\ d<f 
d} = dz' 



Équation £ H 9 . — En résumé, il faut que. les fonctions À cl œ 

a» paramètre? ^ 1 ' 

tics ondes, vérifient : i° les deux équations (16) 5 2 0 les équations (19) ; 

3 ° les trois (20) : en tout huit. Parmi ces équations, la 
première (16) 11e concerne que <f\ pour en obtenir une qui > 
_ n’appartienne qu’à X seul , il faut effectuer une élimina- 

tion ; on y parvient de la manière snivante. La première ( 20) 
devient, par la substitution des VV, V (18), 



r, 




» /,2 / 


,n \ ,1 


el t _ i. 


d "-t ,a , 'h 


d\\ 


d\ 


L c 


ta] 


+ \ 


ds j J 


dx — \ 


Trü; + b Tz 


dz J 


di' 


ou , 


multipliant 


par a’, 


ajoutant 


aux deux 


membres 


b* c s 


m 


dtf 

' di' ' 


ut posant 




, * 






( 21 ) 




S b'c 


:(£)'- 


F, S 


O 

II 

0~! 

“S i*^ 






plus 


simpl 


emcnt 










• 



ou aura donc, par cette relation, et par celles qu’on ob-. 
tiendrait en transformant de la même manière la seconde 
cl la troisième (20), le groupe suivant : 



d\ 




d\ 




d\ 


dy dx 


d JL^ 


G ^ ,- 


df 


G Vz 


dx F — à 1 ’ 


<ty 


1 F — b- 


~dz 


° F — r 1 
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On éliminé G et les dérivées de <p entre ces équations (2?.), 
en opérant sur les premiers membres comme pour former 

S ^ ou G, ce qui donne, en divisant par G, 

(23) * S ^U 

F — < 1 * 

équation que l'on parvient à réduire à la forme plus 
simple 

* ( 2 4i 





qui s’obtient d’ailleurs directement par les relations (22), 
d’après la seconde (16). 

L’une ou l'autre des deux équations (23) et (24) suflit 
donc pour caractériser la nature de la fonction 1 . O11 éta- 
blit l’identité de ces deux équations de la manière suivante : 
La seconde, ou (24), d’après F (21), peut se mettre sous 
la forme 



rs (s)'-' 

ou en divisant par F qui 11e saurait être nul, sous celle-ci , 



(25) 





— S(é’ + c’) 




la première, ou (23), devient, en chassant les dénomina- 
teurs , 

Sè’c 1 fêy (F — b-) (F — c 1 ) — ( F — a-) (F — />’) (F — r’), 

et, en développant, ayant égard à la valeur F' (21), et 
adoptant la notation des (/•,/>, <7), § 97, 



F 1 — FS b J c 7 ( è ; + c- ) ^ -t- S b' c' | — j — F — /F'-f-pF — 



,nv 
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mais on a, identiquement, 

w 

i o c rc- y u~ -f- c ) 

s6 ’ c ’ (Ê) I= ^ F 

on a donc, en substituant, 

• * 

fî - + 'i fs (S ) 1 +p * - * 5 (*■ + cj j (S ) 3 

= F 3 — rF’-t-yiF — «7 ; - . 

et, si l’on réduit, si l’on divise par q , on retombe sur l’é- 
quation (a 5 ). L’équation ( ?- 4 ) peut donc être regardée 
comme une simplification de ( 23 ). Alors la seconde (16), 
qui résulte des valeurs (22), lorsqu’on a établi la rela- 
tion (24), n’çsl elle-même qu’une conséquente de ces va- 
leurs (22), ou des équations (20). 

§ 120 . — Il faut que la fonction X (12) vérifie l’équa- 
tion (24)5 ou (23), ou ( 25 ), sinon le mouvement général 
que nous avons défini comme provenant d’un seul centre 
d’ébranlement ne serait pas possible. Avant de faire le cal- 
cul de cette vérification, rappelons la notation des (R , P V Q) • 
et des (/:, p , </), en y joignant les deux identités 

(27) S 6’ c’a: 5 = p R — Q, Sfl‘x’ = rP — Q; 

rappelons aussi le tableau de symétrie du § 9 o et le genre 
de sommation qui s’ensuit, à l’aide du signe S. La fonc- 
tion X vérifie le groupe 



qV — QV ■+■ RP 



(28) 



iqV = Q -h \/ Q 1 — 4 7RP’ 
RP 



?X ’-Q=- 



et, si l’on désigne le radical par I), on aura 
( 29 ) \ L>’ — 47 «P = "• 7*' 



\ Q’ — 4 q RP = l>; 

■ V • 



- RP — VD.. 
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La substitution de f- j aux (Xjjr, z) dans le groupe 

(a3) de la dix-neuvième Leçon, donne le nouveau groupe 

~ (c >_«*)(«*_*») ’ 

1 ); ,i _ — R ) (c 2 a 2 k- — P) 



(3o) 



(fi 2 — b 2 j (b 2 — c 2 ) 

^ — P) 

(b 2 -c 2 )(c 2 ±- a 2 ) ’ 



qui équivaut à la première équation (28) et qui donne fa- 
cilement' 



(3.) 



S 7 SS O , 

b> c ni— p 



autre forme de l’équation qui particularise la fonction }.. 
Enfin, complétons par H le groupe de simplification 



(32) 






Toutes ces formules étant présentes, difi’éren lions par 
rapport à x la seconde ( 28) , il vient successivement 



r/.X» 



■I Q 



r/x 



r/Q r/RP , r/Q r/RP 

Q 7£- 2 * 



1 ) 



VQ'. — 4 '/ RP 

rf.X*_ dQ r/RP 

D ~dx~ l r77 - l/T’ 

et, efiec tuant les dérivations indiquées, on a la première 
équation du groupe 

(i\ 

, DX ^r- = x [n 1 (b 2 4- c 1 ) X’ — P — a 2 R], 

(33) J m~ = r[b 2 (c 2 4 - a 2 ) V — P — i’R], 

D X = *s [ c 2 ( a 4 - h 2 ) V — P — c’Rj; 
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les deux autres s'obtiennent de la même manière , en dilfé- 
rentiant la seconde (28) par rapport à y, puis par rapport 
à z.' On déduit de ce groupe ( 33 ), 

DXSx-^ =VQ — 2 RP = ri V — RP = V D , 

flX * , • 

■ ' , . - 

d'après la première (28) et la seconde (29), ou définiti- 
vement . 



( 34 ) 






ce qui devait être: car la fonction X (12) est une fonction 
homogène de (a? , y, z) , dont le degré est un quand 011 l’é- 
value comme on doit le faire , c’est-à-dire en tenant Compte - 
des irrationnalités. 

La première ( 33 ) prend les deux formes 



( 35 ) 



Dà ~ = x [à’ (rV — R) — «‘V — P], 

* 

D*— = x[ (pV— P)— b'c'V— 
dx 



Si l’on multiplie la première ( 35 ) par c’ x, la seconde 
par n 5 , et que l’on opère sur chacune la sommation S, on 
trouve, par les formules (27) et la troisième (28), 

. * • / , 

D A . S è 1 — R^(rX’ — R).- P (/> — £)]’ 

m.S «’ * 2= S p[(/» V-P) T R(r--?') |, 

ce qui donne les deux valeurs 



( 36 ) 



[sA’c 1 * — = R [?>■(->•- B|-P(,»--P)] , 
dx \ 3 D 

, [V(/>V-P)-R(rV-R)] 

VD 



•.—s-' 
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Si l'on multiplie la première (35) par b* c' j, la se- 
conde par leur sommation S donnera, par l’équa- 

tion (34) et les valeurs (32) , 

D '* F = 7 X ( r V — R ) - ( q VSa'*^+ PSb’c’x — ), 

\ dx dx J 

D).H= ; (pV — P) _ (v&b‘e*x^+ RS x — W 

\ d x dx I 



or, les formules (36) donnent aisément, d'après la se- 
conde ( 29 ) , 

, JC I , ncl, , V(PV — P) 

q 1 1 S a 2 x — f- PS 6’ c* X — = — - , 

dx dx X 

- , c , d\ rfX R(rV — R) 

dx dx X 

substituant et résolvant, on a les valeurs 

qV (ci 5 — R) — P (pV — P) 

\ ‘ 

(3?) 



F 

II 



X’D 

X a (/>X» — P) — R(/-V — R) 



X'J) 



et les équations (36) peuvent s’écrire ainsi : 

(38) X.S 6 ’c’x — = RF, X.Szi’x — = PH. 
dx 



dx 



On déduit des valeurs ( 37 ), en éliminant successivement 
l’une des deux parenthèses qui figurent dans les numéra- 
teurs, et ayant égard à la seconde des formules ( 29 ), 

(3 9 ) X'* F -+- PH = (rX’ — R), RF -t- 7 X ! H = (pV — P); 

par ces valeurs, les deux formes (35) donnent, sans difïi- 

. ' 20 



Digitized by Google 




3o6 
culte , 



LEÇONS 



DX ! ^ = Xxfa’X 1 (F — H — i)], 

dx • 

DX>^ = Xx[R{F — «’)+• fc’cU^a’H — i)J, 

dx 



et l'élimination sucoesivcdes deux parenthèses (a* 11 — i), 
(F — a*) conduit à 



(4°)- 



( b 7 c 7 ).’ — P) — = X x (F — a 7 ), 
( a 1 X 1 — R)^=Xx(fl , H — i), 



d’après la seconde (29); ces équations, jointes à leurs sy- 
métriques , donnent le groupe suivant : 



d\ 

dx Xx 




d\ 

dx 


\x m 


F — a 7 ~ b 7 c 7 V — 


P’ 


a 1 H — 1 


çC 

\ 

%< 

1 


d\ 




d\ 




djr \y 




«ÿ 


Xj 


1 1 

«V 

\ 


P’ 


è 1 H — 1 


è’X 1 — R’ 


d\ 




d\ 




dz X z 




dz 


\z 


F — c 7 ~ a 7 b 7 V — 


P’ 


c’H — 1 


1 

r 

53 



lequel conduit très-simplement à la vérification cherchée. 
On a d'abord, par la multiplication des deux fractions 

qui ont pour numérateur et d’après la première (3o), 



/<ny 

\rfx) _ X’x 1 

(F — a 1 ) (a 5 H — 1) (èVX 1 — P) (a’X 1 — R) 



(c 7 — a 1 ) (fl 1 — b 7 ) ’ 
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ce qui donne la première valeur du nouveau groupe, - 



/^V__( F — «’)(«’« — >) 



(4=») 



\(lx ) (c 5 — a 7 ) (<7 = — b 7 ) 

] /rfXy_(F — b')(b'-R — i) 

j v<ÿ/ “(«* — **) (*■ — «•)* 
I /<n\’_ (F — c*)(e’R— i) 

\dz ) (è’ — c ’) (c’ — a’ÿ 



les deux autres s’obtiennent de la même manière, en multi- 
pliant les deux fractions ( 4 1 ) qui ont pour numérateur 1 

puis celles qui ont pour numérateur ) • On conclut , en- 
fin , des valeurs (4a), et par les formules du § 95, 

' Mt)' ' 

S -=A-f- = i S(4’- C -)(,H- *•«■) = . , 



S 



F — a 

(-Y 

)^ = Is(i’- C ’)K’H-,) = o. 



Donc la fonction i (ia) vérifie les équations (a3) et ( 24 ). 

§ 121. — Le groupe (4i) conduit à une autre consc- Perpen- 

ularllü dt 
vibration. 



r . • . » 1 1 .• • dlcularltô de 

quence, fort importante dans la question qui nous occupe; 



il donne 



d\ 

S = XS 

F — o 3 



i’c’X 1 — P 



d’après l’équation (3i);oron a, par les relations ( 22 ), 

d\ 

Y - 

dx 



s*£=os p , 

dx F — a- 
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donc la fonction tf, que nous cherclicrons clans la prochaine 
Leçon, doit vérifier l’ccpiation 



(43) 






o, 



laquelle démontre que la vibration de chaque point M s exé- 
cute perpendiculairement au rayon , ou à la droite qui joint 
ce point au centre d’ébranlement. 
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VINGT-TROISIÈME LEÇON. 

Suite ües recherches sur la possibilité d’un seul centre d'ébranlement. — 
Détermination des projections de l’amplitude. — Loi» de l’amplitude des 
vibrations. 



§ 122. — L’explication des phénomènes optiques d'un mi- Ra.ome 

i • /r • y | . ■» , r îles outidiiioiiü 

lieu ni réfringent supposant qu une molécule de sa surface, de pu«.ibim.- 
atleintc par la lumière, devient le centre d’un système d’on- 
des progressives à deux nappes, nous avons pensé qu’il était 
nécessaire de rechercher si un pareil système, provenant 
d’un centre unique d’ébranlement, peut exister seul. Nous 
avons établi, dans la Leçon précédente, qu’il faut, pour 
cela , que les projections 



(0 



ii = X cos a r 



t — > 

G 



v — Y cos a r 






L 



„ t — \ 

Z COS 2 7T — » 



où G est la durée d’une vibration complète, où X , para- 
mètre des ondes progressives , est tel que , 



(*) 



‘V 



Q + \/Q 3 — 4-7RP 



2«7 



et où (X, Y", Z) sont des fonctions de ( x , y, z), puissent 
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vérifier 


les équations aux 


différences par 


tielles, 




1 , [du dv \ 

dC '\lTy-dx) 


/ dw du' 

"■(sr-s; 


) dUi 




i dy 


dz 


-~~dF ’ 


<3) < 


| **' \dz~dï) 


[ du dv 

dc ' \T r ~7û 


^ d‘ v 




dz 


dx 


~ ~ ~dr 




\ dx dz j 


. ( dv dw • 

da \7z~dï , 


) d‘ iv 


. " 


i dx 


dy 


dt 1 



Nous avons vu que cette vérification aura lieu : i 0 si 
(X, Y, Z) sont les dérivées partielles d’une même fonc- 
tion fy 0U s > l’on a 



(4) 




Y 



d cp r d y 

dy ' L ~ dz ' 



1 ° si les expressions . 



(5) 



- (‘il 


d\ 


d 


d\\ 


\dy 


dz 


dz 


dy)' 




d\ 


: Ù. 


ÛY 


- [dz 


dx 


dx 


dz J 


— (‘il 


d\ 


dy 




\dx 


dÿ~ 


dy 


dx ) 



sont telles, que leurs produits respectifs par ( a £>% c 1 ) 
soient les dérivées partielles d’une même fonction <p, ou 
si l’on a 



( 6 ) 



n 2 U = 



dj> 

dx 1 



dy 



’W : 



d-jf 

dz 



3° enfin, si les fonctions <jp et <p satisfont aux trois rela- 
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<A 


d\ 


d\ 


dx 


'h r 


'il- g 


F — it- ' 


dy ~ ° F — b ‘ ’ 


dz ° F — r* 



où G et F représentent , pour sim 
symétriques 



(8) 



G = 



dy d\ 
dx dx 



plifier, les deux sommes 




L'élimination de G et des dérivées de <jp, entre les rela- 
tions (7), nous a donné l’équation 



( 9 ) 



b ‘ C ' (S) < _ 


s m 

1 011 S — - - 


F — «’ 


r — a 



dont la seconde forme, rapprochée des mêmes relations (7), 
conduit à la condition 



dro d\ do d\ do d'k 
" o) * + + 

Enfin, nous avons vérifié que la fonction X (2) satisfait à 
f équation aux différences partielles (y), et qu’elle est telle, 
que les relations (7) donnent 



t" 



do d d ( l © 

x s+ J '* + -i = ° 



JVaprès cela, lcs-équations (y), (to), (11) sont trois con- 
séquences distinctes du groupe (7), et peuvent conséquem- 
ment le remplacer. 

§ 123 . — Ainsi, la fonction ep, qu’il s'agit de détermi- 
ner, doit satisfaire aux équations (10), (11), et aux condi- 
tions (6) el ( 5 ), lorsqu’on y substituera les dérivées de la 
fonction X (a), laquelle vérifie l’équation (9). Ou peut 



Détermination 
i]ei projection* 
«lo l'amplifinl» 
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,l V _ ^ 1 
dx ' 


( d\ 


d\\ 

z dÿ)’ 




( d\ 


x' n \ 


dy ' 


v z Tx 


dz)' 


d <f 


( d\ 


d\\ 


A*" 1 


\ X dy 


-*Tx)' 



remplacer le système des deux équations (10) et (ti) pat 
les trois valeurs 



(*?) 



to étant une nouvelle fonction: car, si l'on ajoute ces 
valeurs après les avoir respectivement multipliées par 
! d\ d\ d\\ . . 

I — , — > —1 ou par (x ,^, on reproduit les équations 

(10) et (ii), et cela quel que soit w. Mais cette fonction ro 
doit être telle, que les valeurs (12) satisfassent aux condi- 
tions (6) et (7), et en outre aux conditions d’intégrabilité 

de çp. 

Les valeurs (12), substituées dans la première des ex- 
pressions ( 5 ), la transforment ainsi : 



ajoutant et retranchant, dans le second membre, le terme 

'd\\ 






‘—'j , et introduisant la notation des fonctions symé- 



triques, il vient 



xj= "L^ i w J’ 

nous avons représenté S | par H, § 120 , et démontré 



d\ 



que Sx --est égal à on a donc, en multipliant par a 2 , 
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ajoutant et retranchant x , 

U = w j^a 1 X — — x (a 1 H — i) — 

ou, puisque 1 équation (4o) du § 120 donne 
,,'rfX , R(/i 



ii 3 



plus simplement, 

(,3) " ,u=w (?S- x )- 



Maintenant, si l’on observe que x — - ou aura suc- 

1 2 dx 

cessivement • 



\ X dx f X r Ix *■ 



(lx 



R±ï-i." 

r/x dx 

2 X 2 



R 1 1 R 

2 X 1 fLr 



et, en désignant ^ par a, ce qui donne 



(4) 



“ R’ dx 



2 X / rfX , \ 

= - ( R- Xi |i 

R 1 \ dx j 



la valeur (t3) devient la première du groupe suivant : 

(i5)a’U = R<a.— è’V=Ro,. — caV= R W .-L^; 

les deux autres s'obtiendraient, de la même manière, en 
substituant les valeurs ( 12 ) dans la seconde et dans la troi- 
sième des expressions (5). D’après le groupe ( 1 5 ) , pour sa- 
tisfaire aux conditions (6), il faut et il suflit que Ro) soit 
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une fonction f («) de a, ou de f jjV? ,)n doit donc prendre 

(.6) • — i/W-i/(*). •' ; 

et il ne reste plus qu’à déterminer la forme de la fonction J\ 
de telle sorte que çp existe. » ‘ 

Avant d’entreprendre cette dernière recherche , remar- 
quons que les valeurs (12) donnent identiquement 

1 (la 

pi <lx 

S — = °’ 

•et comme ou a, en observant que o> (16) est fonction de / 
et R seulement, 



. d'-‘h 

o) dx 



d‘ y 
dx 1 



do* du 
dx dx 



dx 



„ d w dfù d\ d <.) 

et d>“rvS + 2 rfR a '’ 



il s’ensuit nécessairement 



d- a rfw dts d\ r d w do 

“ S ^? = ^ S ^^ + 2 rfR Sj: ^ :=0 
d’après Jes équations (10) et (11), ou définitivement 

(' 7 ) • ' 



rf>_ | _£^ + ^ ?== o. . ‘ 

dx 1 dy- dz 1 



Ainsi, les équations (17) et (10) ont lieu nécessairement 
quand les projections (1) vérifient les équations ( 3 ) ; ce qui 
devait être, puisque ces équations ( 3 ) comprennent impli- 
citement la relation 



(•») 



du dv dit’ 

dx dy dz 
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qui exprime que les vibrations dont il s’agit ici ont lieu sans 



changement de densité. 



Voyons maintenant s’il existe une- forme de la fonction y, 
telle que les valeurs (12), dans lesquelles on substituera 
'■) (16), puissent être les dérivées d’une même fonction ç. 

jr 

Soit posé, pour simplifier, _/'(«)= f,~— f . Si l’on 

(l <p 

égale les deux expressions que donnent les valeurs (ta) 

pour 1 en déduisant ^ ~ de la seconde (1 4 ) ■» 0,1 ob- 
1 aydz a z dy ■ ' 

lient uu résultat dont les parenthèses secondaires devien- 
nent des trinômes symétriques, par l’addition et la sous- 
traction de termes égaux 5 alors, en remplaçant Si j 

par , S ( P ar H 1 0,1 trouve 

% f ' [ R (' a £■-«•")- v ( R Tx - Ar )] 

R \ dx J J \ dx dx 1 / ’ 

et, réduisant, divisant par x, il vient 

/2X „ d'-W 



( 1 9 ) 



2X 

H’ 






On est conduit à la même équation (19), qui est syinétri- 



-que, en égalant les deux expressions de ■> et celles do 

déduites des valeurs (1 2) ; en sorte que cette équa- 
tion (19) exprime à elle seule les conditions d’intégrabilitc 
de la fonction 0. 

Mais il faut que celte unique relation'fig) ne contienne 

nue la variable a. Or, si l’on calcule S^— ^ en diil’érenliani 

1 ■ 1 dx- ' 
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les équations ( 33 ) de la Leçon précédente, si l’on prend la 
valeur (37), § 120 , de H, et qu’on introduise a. (14), 011 
arrive aux deux valeurs 

I „ . / 2X d 2 '\\ / 1 \ 

DX ( =R + 

/ ’ ■ \ 

DX (X' — RH) = XR’ pst-f-r— ij, 

d’où l’on déduit, en divisant la première par la seconde, 



RX 



2X d 7 X 
R "" dx : 



2 q g’ — p a‘ -+- I 



(X 5 — RH ) (1 — a 1 a ) ( 1 — 6 ’ a ) ( I — c'a) 

mais l’équation (19) peut s’écrire ainsi : 



/aX _ s — \ 

\ R dx‘ J 2 a /' 



(X 1 — RH) 



/ 7 



- RX 

on a donc , en x seul . 

a g/' _ 

f (1 — a i *)(l — 6 'a)( I — c'a)' 
ou bien, par une décomposition facile , 
n J b‘ 



27 g 5 — p 3} - (- 1 



(21) 



2/' 

/ 






: J — « J a 1" — 6 3 a 1 — ç 2 g 

D'où I on conclut, par une intégration immédiate, et en 

mnpiaçaut ensuite x par ^ , 

R 



f* — r * 

( 1 — fl J a)(i — 6 ? a)(i — c’a)' 

_ c 

(R — «’ X 1 ) ( R — b' X 1 ) { R — c- X’)’ 

C étant une constante arbitraire de même signe que le dé- 
nominateur, afin que/' 2 soit positif ou f réel. 
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Le radical v\) 5 — 4 <j RP = D est pris positivement dans . 
X (a), et la seconde des formules (29) de la Leçon précé- 
dente établit l’inégalité 

(a3) q V > RP. 

La valeur X 5 ^ 5 , § 12 U ( 3 o), devant être positive, il faut, vu 
l’ordre décroissant a b c , que les deux facteurs 
(b* X’ — R), (c*a*X s — P) soient de même signe, et l’iné- 
galité ( 23 ) exige qu’ils soient positifs ; 011 a donc 



alors , des trois facteurs du dénominateur de /’ 5 (22), les 
deux premiers sont négatifs, le dernier positif, et la con- 
stante C doit être positive, égale à -l-e 5 . Si, pour simplifier, 
011 désigne par et le radical 



(■4) vV*’ — R)(6’X* — R) (K— cU ! }= cr, 

on aura conséquemment 

(25) 



CT R CT 



§ 124 . — En résumé, les équations aux différences par- 
tielles ( 3 ) sont vérifiées par les valeurs (1), où X a la va- 
leur (2), quand on prend 



Valeur 

de l'amplitude 



(26) 



, d\ d\\ 
Tz - 



dry 

v I • d\ dx\ 

„ . / ’ d\ rfX\ ■ 

le coefiicienl m étant la fonMion (20). Soit U la demi-am- 
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plitude de la vibration en M: (X, Y, Z) en sont les projec- 
tions , et l’on a 



r /dX\’ d\ rf). - ! 

O,) l ="’K + ‘')(s) -* s ^*çsJ 

, = [»**•* (£)’ - (»*£)']- ■■ (* h - >■> ' 
mais x d’après la seconde, formule ( »o ) et a ( 1 4 ) , 

RH — V = — a 1 a) (î — è’a) (l — c’a) 

a D 

(rj’V — R)(i’V — R) (R— c*V)_ a’ 

__ __ _ — . 

Substituant cette valeur, et w (20) dans U ! (27), on a dé- 
finitivement 



(28) 






\D (/Q’-^tfRP 



pour représenter la loi des amplitudes des vibrations aux 
différents points du milieu, agité par les ondes progressives 
émanéesde l’origine des coordonnées, centre uniqued’ébran- 
lement. Cette loi remarquable, et qu'il était difficile d’éta- 
blir d’une autre manière, suffirait à elle seule pour justifier 
la recherche' analytique que nous avons entreprise. Mais, 
avant d’interpréter cette loi , voyons quelle est la direction 
de la vibration U. 

\ _ * * 

nireciiom § 123 . — Rappelons ici les équations ( 33 ) de la Leçon 
du Titrations, précédente, qui donnent les dérivées de X; on en déduit 

d\_ d\ yz^b* — c’) (R — d‘ X» ) ' • 

^ dz dy D X ’ 

et, les parenthèses des valeurs (26) de Y et de Z se calculant 
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de la même manière, on a 

g’) (R — n'V) 

D CT 

«’) (R — 6’X») 

I) CT 

■ fr)(R — c»V) 

D CT 

Désignons par (£, n, £) les cosinus des angles de direction 
de la vibration U, on aura, en remplaçant ct par sa va- 
leur (24) et réduisant, 

X _ yz(l>* — c-) V — R 

11 V( ** X J — R ) ( R — c 1 X’) \ Q : — 7 RP 

f ;•(*'-«') y/-'-?, 

( JC Y Zt y 

x’ V X ) ' 

sont les coordonnées du point ou le rayon OM rencontre la 
nappe interne de la surface des ondes , ou de l’onde progres- 
sive dont le paramètre X ( 2) est 1 unité. Les cosinus (£, *0 £ ) 
peuvent donc s’exprimer complètement en fonction des coor- 
données de ce point. C’est dire que tous les points de OM , 
sans exception, exécutent des vibrations parallèles entre 
elles. Et l’on voit facilement que le mouvement général sera 
défini, si l’on connaît le mouvement particulier des molé- 
cules situées sur la surface dc^ ondes , ou sur l’onde pro- 
gressive dont le paramètre est 1 unité. 

Les cosinus (£,*,£) ( 3 o), ainsi exprimés à l’aide des 
coordonnées du point Mj, ou la droite OM rencontre la 
nappe interne de la surface des ondes , donnent une di- 
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rection qui coïncide avec celle des vibrations appartenant 
à l’onde plane tangente en M*. Pareillement, si , au lieu 
de prendre X ( 2 ) , on adoptait 

Q - y Q'- 4 <? K»* 

27 

on trouverait des cosinus (£, £) exprimés à l’aide des 

coordonnées du point M, , ou la droite OM rencontre la 
nappe externe de la surface des ondes , et qui déduirait une 
nouvelle direction , coïncidant avec celle des vibrations que 
propagerait l’onde plane tangente en M,. 'Pour constater 
. ces coïncidences , il faudrait recourir à de nouvelles for- 
mules, qui donneraient trop d’extension au chapitre que 
nous traitons; d’ailleurs, la discussion qui va suivre peut 
se passer de ces résultats. 

loi* $120. — SoienttoujoursiVl^elMjlespointsoùlaligneOM 

de l'amplitude. « 1 1 1 r 1 

rencontre les deux nappes, enveloppante et enveloppée, de 
la surface des ondes; et représentons par ( R, , Pi iQi) et par 
(Rj, P,, Qt) les valeurs des (R, P, Q) pour ccs deux 

points ; X, et X, étant les 

/çTTd 

4 / - » on aura 

V 27 

_ » ' , 

r = x;r, = x;r ! , p = x; p, =x; p 3 , q = x; q, = 
d = \ Q’-4 7 rp = x* v'q; - 4 q hTïï; = >5 ifaî — 47R.P». 

et en outre, par l’équation de la surface des ondes, et 
d’après le § 101 , 

Q, =R,P, -+- 7 , Q, = R.P, 4 - 7 , 7 — R, P, = R, P,, Ri>R 3 . 
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Un déduit de ces dernières relations , 
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q; - 4 7 r, p, = (R, P, _ f )» = PJ (R, _ Rj)* = j 

q; - 4v r.p. = (? - r.p.) 1 = p; (r. - r.)’ = 

de telle sorte que D admet les valeurs suivantes : 

D = X;P,(R, — R 1 ) = X;P,(R 1 — R,) = P (R, — R,) 

,, /R, — R, y /R, — R,\’ 

=*;*(,-sr;=‘ î »(-srTr 

De là résulte, pour la demi-amplitude, 

* •*, , I , 

(3| > u '=i^VS,' 

qui appartiennent aux deux vibrations du point M, le re- 
tard de l’une de ces vibrations étant X, = — ' » celui 

V 

de 1 autre X, = \ - • Comme ces deux vibrations sont 

indépendantes, et que chacune pourrait exister seule, il 
n’y a aucune dépendance nécessaire entre les deux con- 
stantes s, , £ s , lesquelles sont distinctes et quelconques. 

Dans les valeurs (3i) , R, et R s sont deux paramètres , va- ' 
riablcs avec la direction de OM, mais constants pour tous 

les points de cette ligne. Puisque X, = 

et que R est le carré de la distance O.M = r, les deux valeurs 
(3i) peuvent être réunies dans celle-ci, 

(3a) U= 4 - \f R|Rî ..l, . 

v ' abc y R, — R, r 

qui fait voir que l'amplitude’ des vibrations, de tous les 
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points d’une même direction, est en raison inverse de la 
distance au centre d’ébranlement. D’après une formule dé- 
montrée dans la dix-neuvième Leçon , la valeur ( 32 ) peut 
se mettre sous la forme 



( 33 ) 



U = 



b ^ ( a - — £•’) sin i sin i' r ’ 



i et i' étant les angles que la droite OM fait avec les deux 
axes optiques. Cette expression générale de l’amplitude 
devient infinie pour 1 = 0, i' — o, r = o, c’est-à-dire sur les 
axes optiques, et au centre même de l’ébranlement. Mais il 
faut se rappeler que les projections (u, e, iv), § 118 , se 
composent chacune de deux termes ayant respectivement 

pour facteurs cos 2 <r - 



• X* t — X, . 

: — » COS2 7T — — — ; or, lorsque i=o, 



i' = o, r = o, ou lorsque le radical y/Q 2 — 4 7 HP est nul. 
on a /, = , elles facteurs précédents sont égaux; ce qui 

fait rentrer ces cas extrêmes dans une question d’indéter- 
mination que nous traiterons dans la Leçon suivante. 
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VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 



Fin dos recherches sur la possibilité d'un seul centre d'ébranlement. — Mou- 
vement général des ondes progressives. — Nécessité d’admettre l’éther. — 
Conclusion. — Sur la constitution intérieure des corps solides. 



f 



§ 127. — Toutes les molécules de la surface des ondes Moulinent 
reçoivent en même temps les ébranlements élémentaires' surr " ri 

- * *■ «les omit*. 

venus du centre; leurs vibrations sont donc toujours con- 
cordantes, ou sans aucune différence de phase. De plus, 
ces vibrations s'exécutent sur les plans tangents à la sur- 
face, et perpendiculairement aux rayons; elles sont donc 
dirigées sur les courbes sphériques, § 103. Mais l’amplitude 
de la vibration n’est pas la même sur toute l'étendue d’une 
courbe sphérique : car U, ou U,, (3 1 ) § 120, pour X, = i 
ou pour = t , n’est pas constant avec R, ou avec R,. On 
peut néanmoins représenter le mouvement de toutes les 
molécules situées sur une même courbe sphérique, par des ■ 

■ oscillations périodiques de cette courbe, accompagnées de 
dilatations et de contractions linéaires dans les diverses par- 
ties. Et les oscillations de toutes les courbes sphériques, 
avec des amplitudes différentes, représenteront le mouve- 
ment qui a lieu sur toute la surface des ondes. 

De cette manière, chaque point oscille ou vibre sur la 
courbe sphérique dont il fait partie. Mais l’extrémité d’un 
axe optiquese trouvant à la fois surdeux courbes sphériques, 
son mouvement se distingue de celui de tout autre point : 
les deux courbes le contournent, en quelque sorte, par 
deux arcs opposés, par deux demi-cercles ou deux demi-» 

. 21 . 
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ellipses, dont les courbures sont extrêmement grandes. De là 
résulte, pour le point singulier dont il s’agit, un mouvement 
composé, circulaire ou elliptique. C’est ainsi que l’on pcul 
expliquer et faire disparaitre 1 indétermination apparente 
du mouvement des points situés sur les axes optiques. En 
résumé, dans le mouvement général que nous voulons dé- 
finir, et qui provient d’un seul centre d’ébranlement, 
parmi les points situés sur la surface des ondes, le plus 
grand nombre exécutent des vibrations linéaires ; d’autres 
des oscillations curvilignes, et quatre seulement des rota- 
tions autour de leurs positions d’équilibre. Maintenant que 
le mode d'agitation de la surface des ondes est complète- 
ment défini, il reste à en déduire le mouvement général 
qui résulterait d’un système d’ondes progressives à deux 
nappes , provenant d’un centre unique.d’ ébranlement. 



Mouvement 
général 
des ondes 
progressives. 



§ 128. — Rappelons d’abord le genre de coordonnées 
curvilignes qui appartient à la surface des ondes : nous 
avons vu ( dix- neuvième Leçon) qu’il existe deux fa- 
milles de cônes, traçant sur celte surface des courbes 
orthogonales , et que nous appelons les cônes R, et les cônes 
R», un cône II, coupe la nappe enveloppante suivant une 
courbe sphérique , et la nàppe enveloppée suivant une 
courbe ellipsoïdale; l’inverse a lieu pour un cône R s . Ges 
cônes, se conduisant de la même manière pour toute onde 
progressive, quelle que soit sa position, coordonnent 
très-simplement le genre de mouvement que nous étu- 
dions. Plaçons-nous en un point M d’une arête commune 
à deux de ces cônes; si une seule vibration a lieu à l’ori- 
gine O, le point M exécutera successivement deux vibra- 
tions, l’une après un retard § 117, sur la courbe sphé- 
rique du cône R, , l’autre après un retard X s sur la courbe 
«sphérique du cône R s ; ou plutôt, ces deux courbes fe- 
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ront chacune une oscillation apres ces deux retards res- 
pectifs. 

Supposons maintenant que le centre d’ébranlement pro- 
duise une suite indéfinie d’ondes progressives, et plaçons- 
nous sur un des cônes R, ou R,; ce cône est le lieu d’une 
infinité de courbes sphériques, tracées par les sphères dont 
le centre est en O; lors du mouvement général, toutes ces 
courbes oscilleront', leurs oscillations seront isochrones, 
mais elles auront des phases dillërentes; le retard ou la 

phase qui correspond à chaque courbe étant y/ 5-, ou 

V/ ’ ce sera commc s * I e mouvement oscillatoire des 

V l'a 

courbes sphériques se propageait, sur la surface du cône, 
avec une vitesse de propagation égale à v R\ ou à yRj ■ Le 
mouvement sera le même sur tous les cônes R, ou R, , mais 
avec des vitesses de propagation différentes. Enfin , le mou- 
vement , sur chacun des deux axes optiques , résultera d’une 
rotation continue, circulaire ou elliptique, se propageant 
avec la vitesse b. De la coexistence de ces mouvements di- 
vers, on conclut complètement le mouvement vibratoire 
d’un point M du milieu, situé à une distance y/R du centre 
d’ébranlement : car les projections (u, v, vv) de son dépla- 
cement, à l’époque t , sont les sommes respectives des pro- 
jections («,, y,, w,) et (u, , v s , iv,) de deux déplacements 
périodiques, s’exécutant sur les deux courbes sphériques 
des cônes R, et R,, dont l’arête commune est OM; les 

phases de ces deux vibrations sont À, = y/— et 
leurs amplitudes sont U, et U., § 120. 

§ 129. — Mais il existe un point , un seul , dont le mou* 
ventent reste inconnu: c’est 1 origine O, le centre unique 



Nécessité d'ad- 
mettre l'éther . 
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de l'ébranlement, le sommet de tous les cônes R , et R,. 
Pour obéir aux lois trouvées, ce point devrait exécuter des 
vibrations d une amplitude infinie, et cela, dans toutes les 
directions à la fois, ce qui est physiquement impossible. 
Doit-on conclure de là que l’hypothèse d’une suite indéfinie 
d’ondes progressives produite par un seul centre d’ébran- 
lement est inadmissible? Nous ne le pensons pas. L’expli- 
cation des phénomènes optiques des milieux biréfringents, 
fondée sur cette hypothèse , a donné trop de preuves de sa 
réalité, a découvert trop de faits nouveaux, pour qu’on 
puisse la rejeter. Il faut donc chercher une autre conclu- 
sion , (fui laisse subsister une théorie physique j appuyée 
sur de tels services rendus à la science. 

La matière pondérable itérant pîts continue, si l’on dé- 
coupe l’espace qu’occupe le corps biréfringent Cn polyèdres 
égaux , qui comprennent chacun une seule molécule inté- 
grante, chaque polyèdre élémentaire constituera ce que l’on 
peut appeler le système d’une molécule. Cela posé, l’ori- 
gine O est occupée par une molécule pondérable, et il faut 
chercher quel genre d’agitation peut s’établir dans son sys- 
tème, pour qu’il en résulte, au delà, les ondes progressives 
dont l’expérience constate les effets. Le mystère est ainsi 
concentré dans ce système , car, quelque petjt que soit y 1 R , 
pourvu qu’il ne soit pas nul , ou bien , quelque voisin de ü 
que soit le point M, pourvu qu’il ne se confonde pas avec 
cette origine, le mouvement de ce point est complètement 
défini. Or, si la matière pondérable existe seule dans le sys- 
tème central, elle est totalement incapable de produire 
l'effet dont il s agit : puisque, si le milieu vibrant qui pro- 
page la lumière dans le cristal ne se compose que de [(ar- 
ticules pondérables, on est inévitablement conduit à cette 
conséquence, que la molécule O doit exécuter des vibrations 
d’amplitude infinie dans toutes 1rs directions à la fois. 11 
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faut donc, nécessairement, que le système central, et pai- 
sible tout l'espace biréfringent, contienne une autre espèce 
de matière, qui soit le véritable milieu vibrant sous l’in- 
fluence de la lumière; tandis que la matière pondérable ne 
remplit qu’un rôle purement passif, en modifiant , par une 
sorte de résistance, les directions des vibrations, et les vi- 
tesses de propagation dans les divers sens. Cette nouvelle 
espèce de matière ne peut être que l’éther, dont l’existence 
est démontrée par le fait de la propagation des ondes lumi- 
neuses dans les espaces planétaires. 

§ 130. — Puisque l’éther existe dans le système de la 
molécule centrale, il est possible de se figurer un mode 
d’agitation de ce iluide, capable de produire les ondes 
progressives à deux nappes. Imaginons que l’éther y soit 
distribué en couches d’égal potentiel, ayant,’ à une cer- 
taine distance du centre de gravité du système, la forme 
d’ellipsoïdes homofocaux. Lors de l’agitation, une molé- 
cule du iluide, située sur une de ces couches, est dépla- 
cée; son déplacement se décompose eu trois projections: 
l’une normale à l’ellipsoïde qui, occasionnant un chan- 
gement dans la densité du fluide, n’appartient pas à la 
lumière; les deux autres transversales, et dirigées suivant 
les tangentes aux deux lignes de courbure de l’ellipsoïde. 
Ces dernières projections occasionnent les oscillations des 
lignes de courbure; oscillations qui se propagent, avec des 
vitesses diverses, sur les liyperboloïdes homofocaux, con- 
jugués aux ellipsoïdes, et, au loin, sur les cônes asympto- 
tiques à ces hyperboloides , § 10t. Les axes optiques ne 
sont autres que les asymptotes de l’hyperbole qui passe 
par les ombilics des ellipsoïdes, et qui propage des mouve- 
ments rotatoires continus. Dans cette manière de concevoir 
le mouvement général , la molécule pondérable en O est 
immobile; sou atmosphère iluide est considérée comme oc- 



PiulibUité 
d’un seul rentre 
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cupant lout le cristal , et les autres particules pondérables , 
disséminées dans cette atmosphère , s’y meuvent comme l'é- 
ther qui les entoure ou dont elles tiennent la place. 11 se 
passerait là un phénomène analogue à celui que présente- 
rait une nappe d’eau, parsemée de flotteurs cylindriques 
lestés, si l’on faisait décrire à un seul de ces flotteurs plu- 
sieurs oscillations verticales : le flotteur ébranlé devien- 
drait le centre d’un système d’ondes circulaires, se propa- 
geant à la surface du liquide, et les autres flotteurs se 
mouvraient comme l’eau ambiante. 

conclusion. § 131. — Nous voici arrivés au terme de la longue re- 
cherche que nous avons entreprise, dans le seul but de 
donner un exemple de l’utilité que peut offrir la théorie 
mathématique de l’élasticité, comme moyen d’exploration 
dans les questions de Physique générale. INous nous étions 
proposé de reconnaître si la matière pondérable est réelle- 
ment le milieu qui vibre et propage la lumière dans les 
.cristaux diaphanes. Il ne peut plus exister de doute sur cette 
question, car il résulte clairement de notre analyse que la 
matière pondérable, seule, est complètement incapable de 
produire les ondes progressives qui expliquent les phéno- 
mènes optiques des corps biréfringents, et qui ont fait dé- 
couvrir la plupart de ces phénomènes. Les ondes lumi- 
neuses, sont donc produites et propagées, dans les corps 
diaphanes, par les vibrations d’un fluide impondérable, le- 
quel ne peut être que l’éther. Or ces conséquences impor- 
tantes 11 e pouvaient être déduites, d’une manière certaine 
et rigoureuse , qu’à l’aide du calcul et en partant de la théo- 
rie de l’élasticité. ’L 'explication que nous avons ébauchée 
au paragraphe précédent, nécessiterait d’autres recherches 
analytiques et des épreuves expérimentales, dans le but de 
reconnaître si elle est vraie ou fausse; toutefois, dès à pré- 
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sent, elle définit, d’une manière très-simple, le mouve- 
ment des ondes progressives à deux nappes, celui qui se 
propage sur les cônes orthogonaux, et surtout les axes op- 
tiques; malgré ces avantages, nous ne la donnons ici que 
pour opposer, à l’impossibilité physique des ondes lumi- 
neuses par la matière pondérable seule, un moyen facile de 
concevoir leur formation par l’éther répandu dans les corps 
diaphanes. 

§ 132. — Nous avons exposé la théorie de la double ré- Diirsreuco 
fraction en suivant la même marche que Frcsnel, mais en 
nous servant de la théorie mathématique de l’élasticité, 
telle qu’elle existe aujourd’hui. Au lieu des formules de 
cette théorie, Fresnel a employé une hypothèse, ou un 
principe de dynamique qu’il aurait examiné de nouveau , 
s’il n’eût été enlevé prématurément à la science qui lui doit 
ses progrès les plus importants. Son travail est suffisamment 
décrit dans plusieurs Traités de Physique; de son principe 
hypothétique il déduit assez rapidement l'équation qui 
donne les vitesses des ondes planes; et il en conclut l’équa- 
tion de la surface des ondes, origine de sa découverte des 
cristaux à deux axes. Mais il résulte de son point de dé- 
part, que la vibration s’exécuterait, à la surface des ondes, 
sur les courbes ellipsoïdales, et non sur les courbes sphé- 
riques; c’est-à-dire qu’elle serait parallèle à la projection 
du rayon lumineux sur l’onde plane tangente à la surface, 
et non perpendiculaire à ce rayon comme lindique la 
théorie de l’élasticité. 

Il paraît difficile de décider, par l’expérience, laquelle 
de ccs deux directions est la véritable; car, quelle que soit 
celle que l’on adopte, les deux rayons réfractés, correspon- 
dant à une même incidence, sont polarisés à angle droit, et 
toutes les conséquences relatives à la polarisation sont les 
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mêmes. Dans leurs recherches analytiques sur la réflexion 
cristalline, M ae-Cullag et M. Kcwmami ont adopté la vi- 
bration perpendiculaire au rayon lumineux, et leurs for- 
mules paraissent s’accorder avec les faits. Mais,, puisque 
l’éther est réellement le milieu dont les vibrations propa- 
gent la lumière dans les cristaux biréfringents , les formules 
que nous avons exclusivement employées sont sans doute 
insuffisantes. La densité de l’éther peut n’êlre pas la même 
dans toute l’étendue du système d’une molécule; et de là ré- 
sulterait la nécessité de substituer des fonctions périodiques 
aux coefficients constants des 3V,-, T,. En outre, les termes 
qui contiennent les dérivées secondes des déplacements ne 
seraient pas négligeables. Or les formules plus générales 
qui tiendraient compte de toutes ces variations, pourraient 
conduire à des lois différant beaucoup de celles que nous 
avons établies. C’est ce qui paraît résulter des belles re- 
cherches analytiques de M. Cauchy, sur ce sujet difficile, 
puisqu’il est conduit à la même conséquence que l'resnel 
pour la direction de la vibration. 

§ 133. — L’expérience vérifie toutes les conséquences 
déduites de la forme exacte de la surface des ondes, telles 
que les directions et les vitesses des deux rayons réfractés 
correspondant à toute incidence, à toute position de la face 
du cristal , et les phénomènes si singuliers des réfractions 
coniques et cylindrique; il serait difficile de trouver une 
théorie partielle qui fût plus complètement d’aceord avec 
les faits. Toutefois cet accord parait cesser quand on étu- 
die la dispersion de la lumière dans les milieux biréfrin- 
gents : l’expérience constate que les positions des axes op- 
tiques varient avec l’espèce de lumière homogène ou avec 
la durée de la vibration; c’est-à-dire que les positions des 
axes d’élasticité et les grandeurs des vitesses principales 
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(a, l>. c) changent d’une couleur à une autre. Mais toutes 
ces variations, ainsi que le fuit de la dispersion dans tout 
milieu diaphane, sont, pour ainsi dire, de l’ordre des per- 
turbations. Ces phénomènes dépendent, comme Fresncl 
l’a fait voir, des termes négligés, de ceux qui contiennent 
les dérivées d’ordre supérieur des déplacements molécu- 
laires; et la théorie, limitée à une première approxima- 
tion, ne pouvait ni les expliquer ni les prévoir. 

On remarquera combien il est difficile de quitter les 
ondes lumineuses quand on les aborde sur quelque point : 
notre but était de prendre un exemple, aussi restreint que 
possible, de l'utilité que peut offrir la théorie de l élasti- 
cilé comme moyen d exploration ; nous avons choisi la 
double réfraction, mais en évitant avec soin de loucher 
aux autres chapitres de la théorie physique de la lu- 
mière ; c’est pour cela que uous avons substitué au prin- 
cipe des interférences l’analogie avec les ondes liquides, 
dans les explications préliminaires de la réllcxiou, de la 
réfraction simple et de la construction d’IIuyghens ; que 
nous nous sommes gardé de prononcer les mots de plan 
de polarisaticni , et beaucoup d'autres. Mais, lorsque le 
but est atteint, quand le moment du repos est venu, voilà 
qu’une multitude de questions surgissent, qui exigent au 
moins quelques mots de réponse; et tous les chapitres que 
nous voulions éviter semblent se mettre de la partie. Mal- 
heureusement, nous n’avons ni le temps, ni surtout la 
puissance de satisfaire à toutes ces exigences. 

^ 134. — j\ous terminerons cette Leçon, et le Cours que 
nous avons entrepris, par quelques réflexions sur la con- 
stitution intérieure des corps solides. Enonçons d’abord, 
sans hésitation et sans scrupule, une opinion que les faits 
justifient et qui a présidé aux méthodes, et même aux pro- 
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cédés analytiques dont nous avons fait usage. C’est que 
toutes les questions relatives à la Physique moléculaire ont 
été retardées , plutôt qu’avancées, par l’extension , au moins 
prématurée sinon fausse , des principes et des lois de la 
Mécanique céleste. Les géomètres, préoccupés par l’im- 
mense travail nécessaire pour compléter la découverte de 
Newton , habitués à trouver l’explication mathématique de 
tous les phénomènes célestes dans le principe de la pesan- 
teur universelle, ont fini par se persuader que l’attraction , 
ou la matière pondérable seule, devait pareillement expli- 
quer la plupart des phénomènes terrestres. Aussi l’ont-ils 
prise pour point de départ de leurs recherches sur les difl’é- . 
rentes parties de la Physique, depuis la théorie de la capil- 
larité, jusqu’à celle de l’élasticité. Il est sans doute probable 
que les progrès de la Physique générale conduiront un jour 
à un principe, analogue à celui de la pesanteur universelle, 
dont ce dernier ne sera même qu’un corollaire, et qui 
pourra servir de base à une théorie rationnelle, embrassant 
à la fois les deux Mécaniques , céleste et terrestre. Mais , 
présupposer ce principe inconnu , ou vouloir le conclure en 
entier d’une seule de ses parties , c'était retarder, peut-être 
pour longtemps , l’époque de sa découverte. 

Quand la science de la Mécanique moléculaire sera de- 
venue rationnelle dans toutes ses parties , la constitution in- 
térieure des corps ou des milieux pondérables fera l’objet 
du dernier de ses chapitres, de celui qui devra s’appuyer sur 
tous les autres. Il sera donc pour longtemps impossible de 
s’en faire une idée complètement satisfaisante. Cependant 
cette idée, toujours remaniée et toujours imparfaite, pré- 
side à toute étude des phénomènes naturels. C’est en elle 
que viennent se concentrer toutes les difficultés, tous les 
doutes que le physicien et le chimiste rencontrent dans leurs 
travaux de recherche. C’est dans le but de l’éclaircir, de la 
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définir, que les plus illustres géomètres ont entrepris tant 
de travaux infructueux. Est-ce une énigme à jamais inso- 
luble? À cette question il faut répondre : Oui, si l’on ne 
veut admettre que la matière pondérable; non, si l'on ad- 
met en outre l’existence de l’éther. 

Si, de la matière pondérable elle-même, émanent les 
forces attractives et répulsives, qui rapprochent et éloignent 
ses particules , il faut que ces forces opposées varient de 
telle manière, que le système de deux molécules seulement 
puisse être en équilibre pour un grand nombre d’intervalles 
différents; et que le corps solide formé par le groupement 
d’un grand nombre de molécules ait la même densité à la 
surface qu'à l’intérieur, quelles que soient d’ailleurs la 
figure et les dimensions de ce corps. Sinon le fait de la cris- 
tallisation, et l’homogénéité des cristaux dans toutes leurs 
parties, ne s’accorderaient pas avec l’hypothèse posée. Mais 
il est difficile, pour ne pas dire impossible, d’imaginer des 
fonctions représentant les forces dont il s’agit, et qui puis- 
sent satisfaire complètement à toutes ces conditions. On est 
inévitablement conduit à admettre des intervalles plus 
grands pour les molécules voisines de la surface, d’où ré- 
sulterait une diminution de densité, que l’expérience n’a 
jamais pu constater. De là s'élève un doute sur la réalité du 
principe admis , que toute la puissance de l’analyse mathé- 
matique ne saurait détruire. 

Mais si l’éther existe et entoure toutes les particules pon- 
dérables, on peut se rendre compte, comme il suit, de la 
constitution intérieure des corps solides, sans être forcé 
d’admettre des variations dans les intervalles moléculaires; 
et si ce premier pas nous laisse encore énormément loin de 
l’explication , ou de la définition complète, on sent qu’il est 
réellement dirigé sur la route qui doit y conduire. Rappe- 
lons d’abord le phénomène des attractions cl des répulsions 
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appareilles des corps légers à la surface de l'eau : imaginons 
une multitude de ilottcurs cylindriques, lestés de manière à 
rester verticaux, tous semblables, de même nature, et d’un 
très-petit diamètre ; par leur action capillaire , ils dépriment 
ou exhaussent tous le liquide près de leur ligne de flot- 
taison; lorsqu’on les rapproche suffisamment, ils s’attirent, 
et restent en quelque sorte collés les uns contre les autres , 
de manière à composer un amas de forme quelconque, une 
sorte de lame qui sc meut tout d’une pièce; on ne distingue 
aucune différence entre les intervalles des flotteurs réunis, 
vers le milieu de la lame, et près de ses bords; le liquide 
interposé y est seul inégalement abaissé ou élevé. D’après 
l’hypothèse nouvelle, l’agglomération de molécules, qui con- 
stitue un corps solide, serait analogue à la lame formée par 
les flotteurs dans l’expérience que nous venons de décrire : 
l’éther y jouerait le rôle du liquide; les actions répulsives 
ou attractives exercées par la matière pondérable sur le 
■fluide remplaceraient l’action capillaire; les intervalles 
moléculaires pourraient être les mêmes dans toute l’étendue 
du corps; la densité de l’éther, analogue à la hauteur du 
liquide, serait seule inégale. Nous ne déduirons aucune 
conséquence de celte analogie. Nous voulions seulement 
montrer que, si l’ancienne hypothèse est impuissante et 
stérile, la nouvelle présente au contraire une véritable fé- 
condité, dont il sera nécessaire de bien diriger l’emploi. 

Quoi qu’il en soit, l’existence du fluide élhéré est incon- 
testablement démontrée, par la propagation de la lumière 
dans les espaces planétaires, par l’explication si simple, si 
complète, des phénomènes de la diffraction dans la théorie 
des ondes; et, comme nous l'avons vu, les lois de la double 
réfraction prouvent avec non moins de certitude que l’éther 
existe dans tous les milieux diaphanes. Ainsi la matière 
pondérable n'est pas seule dans l’univers, ses particules 
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nagent en quelque sorte au milieu d’un fluide. Si ce fluide 
n’est pas la cause unique de tous les faits observables, il 
doit au moins les modifier, les propager, compliquer leurs 
lois. Il n’est donc plus possible d’arriver à une explication 
rationnelle et complète des phénomènes de la nature phy- 
sique, sans faire intervenir cet agent, dont la présence est 
inévitable. On n’en saurait douter, cette intervention, sa- 
gement conduite, trouvera le secret, ou la véritable cause 
des effets qu’on attribue au calorique, à l’électricité, au 
magnétisme, à l’attraction universelle, -à la cohésion, aux 
affinités chimiques; car tous ces êtres mystérieux et incom- 
préhensibles ne sont, au fond, que des hypothèses de coor- 
dination, utiles sans doute à notre ignorance actuelle, mais 
que les progrès de la véritable science finiront par détrôner. 
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